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“A matemdtica, vista de forma correta, nao
se trata apenas de verdades, mas beleza su-
prema.”

(Betrand Russell)



A MATEMATICA DO AZAR: EXPLORANDO A RUINA DO JOGADOR POR MEIO
DE CADEIAS DE MARKOV

Resumo

Este Trabalho de Conclusao de Curso apresenta uma anélise teérica e introdutoéria sobre
as Cadeias de Markov, fundamentando-as dentro do campo dos processos estocésticos. O
estudo inicia-se com uma revisao bésica da Teoria da Probabilidade, partindo das abor-
dagens cléssicas até a consolidagao do método axiomatico proposto por Kolmogorov. Sao
discutidos conceitos fundamentais de variaveis aleatorias e distribui¢oes de probabilidade,
essenciais para a compreensao da dindmica de sistemas que evoluem com o tempo. O
foco central reside na definigao e propriedade das Cadeias de Markov em tempo discreto,
explorando a caracteristica de "auséncia de memoria"e as matrizes de transicao. Através
de exemplos classicos, como a Ruina do Jogador, demonstra-se a aplicabilidade do modelo
em fenomenos aleatoérios. Por fim, o trabalho discute brevemente as perspectivas futuras
de expansao para o campo da computacao quintica por meio dos Passeios Aleatorios

Quanticos, ressaltando a relevancia da natureza probabilistica na ciéncia moderna.

Palavras-chave: Probabilidade. Processos Estocasticos. Cadeias de Markov.



Abstract

This undergraduate work presents a theoretical and introductory analysis of Markov
chains, situating them within the field of stochastic processes. The study begins with
a fundamental review of Probability Theory, moving from classical approaches to the
consolidation of the axiomatic method proposed by Kolmogorov. Fundamental concepts
of random variables and probability distributions are discussed as essentials for unders-
tanding the dynamics of systems that evolve over time. The central focus lies on the
definition and properties of discrete-time Markov chains, exploring the 'memorylessness’
characteristic and transition matrices. Through classical examples, such as the Gambler’s
Ruin, the model’s applicability to random phenomena is demonstrated. Finally, the work
briefly discusses future perspectives for expansion into the field of quantum computing
via Quantum Random Walks, highlighting the relevance of probabilistic nature in modern

science.

Keywords: Probability. Stochastic Processes. Markov Chains.
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1 Introducao

Este trabalho traz o problema da ruina do jogador que ao se deparar com estados
extremos, sem dinheiro pra apostar, ou quando ja tem a quantia limite permitido pela
banca, o mesmo nao pode mais continuar jogando. O objetivo é apresentar as ferramentas
bésicas da probabilidade, aprofundar em probabilidade, trazendo os principais aspectos
dos processos estocasticos e falar sobre as cadeias de Markov, apresentando exemplos de

cadeias de Markov finitas.

Os processos estocésticos sao processos que ditam o comportamento da natureza,
seja na previsao do tempo ou na variacao de preco de acoes. Esses fenomenos sao incriveis,
pois regem o universo a nossa volta, no entanto, podemos estuda-los matematicamente
e criar modelos de aplicacdo. E muito intrigante saber que a vida é regida por processos
estocésticos, nao importa o planejamento de cada agao, algo imprevisivel sempre acontece.

E fascinante perceber o quanto a aleatoriedade afeta a vida das pessoas.

Para a elaboragao deste trabalho, foram utilizados livros textos considerados clés-
sicos, que sao os trabalhos do James (2023) que é um livro de nivel intermediério, muito
utilizado no mestrado em matemética e Durrett (2010) que é amplamente utilizado nos
programas de doutorado pelo mundo. Foi usado também o Rolla e Lima (2025) que é uma,
referéncia mais nova e foi elaborado a partir de notas de aula. Um outro classico que nao
posso deixar de citar é o trabalho do Levin e Peres (2017), mas na maior parte do tempo
foi utilizado o livro do Franco (2020), pois ¢ uma mistura de intermediario com avangado.
Um outro material, além dos cléssicos que foi explorado, principalmente para os exemplos

da ruina do jogador e do sapo foi o relatorio de iniciacdo cientifica do Cardoso (2020).

O livro do Tertuliano Franco nao s6 apresenta conceitos de probabilidade mais
avangados, como também traz uma 6tima explicagdo/traducao desses conceitos e os exem-
plos sao bem elucidativos. Outros livros foram usados também em uma porcentagem me-
nor quando por exemplo na indicagao de onde esta uma determinada demonstragao, essa
referéncia foi o Lima (2022). Foi utilizado também alguns trabalhos para trazer uma con-
textualizacao da probabilidade classica e uma defini¢cao de processo estocastico, ambos
sao, respectivamente os livros do Carvalho et al. (2020) e do Bertsekas e Tsitsiklis (2008).
As aulas no youtube para incrementar o entendimento, também foram bastante uteis para
a escrita deste trabalho, mais especificamente as aulas do programa de mestrado do IMPA
- Instituto de Matemética Pura e Aplicada (2025) e outros videos como o do professor
Timpanaro (2021).

Entao, baseado nesses autores, neste trabalho serd abordado os conceitos de pro-

babilidade moderna como por exemplo a o-algebra. Sem essa ferramenta a probabilidade
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como conhecemos hoje nao existiria, pois € essa ferramenta que garante a mensurabilidade
de conjuntos infinitos. Ainda no primeiro capitulo é abordado o conceito de probabilidade
condicional, que falando de uma forma mais coloquial, a probabilidade restringe a resposta
dado uma condic¢ao. No segundo capitulo ressalto a importancia das variaveis aleatorias,
da esperanca e por fim, no terceiro capitulo é discutido a ideia do que é uma cadeia de
Markov, o mesmo é relacionado com o processo estocastico e essa ideia é aplicada no
problema da ruina do jogador, onde toda essa teoria toma forma, pois é nele que vemos

a utilidade da probabilidade condicional, teorema da probabilidade total e etc.

Para finalizar o trabalho, é mostrado as perspectivas futuras de pesquisa em pro-
babilidade, mais especificamente as cadeias de Markov aplicadas a computacao quantica
j& que esse é um tema muito atual. O que justifica o presente trabalho é o fato desse ma-
terial ter sido elaborado com o intuito de traduzir os conceitos de probabilidade para uma
linguagem mais acessivel, sem perder o rigor matematico, pois a linguagem que os livros
classicos como do James (2023) é uma linguagem que os estudantes sentem dificuldade.
Pensando nesse fato, este trabalho foi escrito utilizando uma linguagem mais préxima do
trabalho do Franco (2020), que embora traga conceitos mais avangados de probabilidade,

ele faz uma 6tima explicacao desses conceitos e utiliza muitos exemplos.



17

2 Introducgao a probabilidade

A probabilidade cléassica é conhecida como Probabilidade de Laplace, na qual a
probabilidade de um evento A ocorrer é definida pela razao entre o ntmero de casos
favoraveis e o numero de casos possiveis. Segundo Carvalho et al. (2020), tal definigao é

denotada por:
Numero de casos favoraveis

P(A) =

Numero de casos possiveis -

Conforme a probabilidade foi tomando uma caracteristica mais axiomatica, gragas
a Andrei Nikolaevich Kolmogorov, um dos pioneiros na formulagao da probabilidade como
a conhecemos hoje, é possivel nos dias atuais mensurar coisas que s6 com a definicao de
probabilidade cléssica era impossivel, como por exemplo calcular a probabilidade de sair

um determinado namero em um dado viciado.

Este primeiro capitulo trata-se de uma introducao a probabilidade moderna, tra-
zendo as ferramentas para o desenvolvimento do seu conceito. Sao introduzidas as ideias
de espago amostral, sigma-algebra, espaco de medida, espaco de probabilidade e outras

ferramentas essenciais para apresentar as cadeias de Markov.

2.1 Probabilidade classica e probabilidade moderna

Considere um experimento aleatério. Chamamos de espag¢o amostral o conjunto
de todos os resultados possiveis deste experimento. A definicao classica de probabilidade
fundamenta-se em espagos amostrais equiprovaveis, nos quais todos os elementos do con-
junto de possibilidades possuem a mesma chance de ocorréncia, ou seja, a probabilidade

classica define sistemas nao viciados, conforme aponta Franco (2020).

Definigao 1 (Probabilidade classica). A probabilidade de um subconjunto qualquer A C

), denominado evento, é dada por:

P(A) = =55

n(

~—

onde:

i. n(€2) é o namero de casos possiveis ou a cardinalidade do espago amostral;

ii. n(A) é o numero de casos favoraveis ou a cardinalidade do conjunto A.

Precisamos, agora, estabelecer uma definicao de probabilidade para incorporar os

sistemas viciados, fazendo uma abordagem axiomética moderna, a ser detalhada adiante.
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Porém, antes disso, torna-se necessario definir objetos mateméaticos que viabilizem a for-

malizacao dessa teoria.

2.2 Espaco amostral
Definigao 2 (Espago Amostral). O espago amostral é conjunto que denota todos os casos
possiveis de um experimento aleatorio, e sua notacao é dada por €.

Exemplo 2.1. Suponha que desejamos listar todos os casos possiveis de um langamento
de um dado. Esse conjunto sera descrito como {1,2,3,4,5,6}. A rigor matematico deno-

tamos um espaco amostral da seguinte forma:

Q={(a1,...,a,) | a; € {1,2,3,4,5,6}}
=1{1,2,3,4,5,6} - ... - {1,2,3,4,5,6} n vezes
— {1,2,3,4,5,6)".

Exemplo 2.2. No lancamento de uma moeda, o espago amostral é Q = {C, K}, C para

representar cara e K para representar coroa.

Exemplo 2.3. No lancamento de 2 dados, o espago amostral na prética pode ser escrito

como {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6), ..., (6,6) }

Como escrever espagos amostrais muito grandes é impraticavel da forma anterior,

podemos escrever matematicamente como:

Q={(z,y) |z €{1,2,3,4,5,6} ey € {1,2,3,4,5,6}}.

Definigao 3 (o-élgebra). Dizemos que uma cole¢do de subconjuntos do espago amostral

é uma o-algebra, denotado por F, se satisfizer as seguintes propriedades:

i. Qe F,;
ii. Se A € F, entao A° € F;

oo
iii. Se Ay, Ay, As, ... € F, entao |J A; € F. (Nao necessariamente a uniao disjunta).
i=1

Exemplo 2.4 (o-Algebra constituida pelo conjunto das partes). Seja Q = {C, K} o

espaco amostral. Uma o-Algebra desse espaco amostral é:

P(Q> = {®7 {0}7 {K}7 {Cv K}}
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i. Qe F;
ii. O complementar dos elementos estao em F, pois {C}¢ = {K} {K}* = {C},
{C K} =0el={C K};

iii. Veja que {C}U{K}U{C, K} U também esta na o-Algebra.

Vale a pena observar que uma o-Algebra nao se restringe so6 ao conjunto das partes,

veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.5 (o-Algebra que ndo é o conjunto das partes). Vamos analisar o lancamento
de um dado, o seu espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}. Uma o-algebra desse espago

amostral pode ser escrita da seguinte forma:
F = {®> {1}7 {27 3,4,5, 6}7 Q}

Essa é uma o-algebra, pois

i. Qe F;

ii. Seja A = {1} € F. O complementar A° = {2,3,4,5,6} também esta na o-algebra.
Da mesma forma, como ) pertence a o-algebra, o seu complementar Q¢ = () também

pertence a o-algebra;

2

iii. Sejam A; = {1}, A, = {2,3,4,5,6}. Entdo, |J A; = {1}U{2,3,4,5,6} = {1,2,3,4,5,6)}.
i=1

E assim para qualquer uniao de elementos de F.

Logo, F & uma o-Algebra.

Exemplo 2.6 (o-algebra trivial). A o-Algebra trivial ¢ formada pelo espaco amostral e

pelo conjunto vazio, denotado como {0, Q}.

E possivel, entdo, observar que a o-algebra pode ser diferente do conjunto das
partes. Construir uma o-algebra do tipo do exemplo 2.5, na qual nao faz sentido calcular
a probabilidade de sair 2, é dizer que a o-algebra nao enxerga esse elemento do conjunto
Q). Portanto, nao faz sentido calcular a probabilidade de 2, pois esta g-algebra s6 pode

medir a probabilidade de sair 1 ou nao 1.

2.3  Espacgo mensuravel

Definigao 4 (Espago mensuravel). Seja (€2, F) um par, onde € é o espago amostral e
F é uma o-algebra formada por subconjuntos de (2. Essa dupla é chamada de espaco

mensuravel.
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Agora que temos as ferramentas necessarias, podemos enunciar de forma mais

precisa a probabilidade.

2.4  Probabilidade

Definigao 5 (Probabilidade). Seja a dupla (€2, F) um espago mensuréavel, uma probabi-
lidade, denotada por P, nesse espaco é dada por uma funcao P : F — R que satisfaz as

seguintes propriedades:

i. P(A) > 0,VA € F;

ii. (Sigma-aditividade) Se Aj, As, ... € F sao disjuntos dois a dois, entao:

P (UAZ) = P(A);
i=1 i=1
iii. P(Q) = 1.
Entao, a uma terna (€2, F,P) chamamos de um espago de probabilidade, sendo as

propriedades apresentadas acima chamadas de axiomas de Kolmogorov.

Proposigao 2.4.1 (Propriedades de um espago de probabilidade). Seja a tripla (2, F,P)
um espaco de probabilidade e sejam A, B, Ay, As, ... € F, elementos da o-algebra. Entao

valem as seguintes propriedades:

i. P(0) = 0;

ii. (Aditividade finita) Se Ay, As, ..., A, € F sao disjuntos dois a dois, entao:

P (UA) ~ S R(A):

iii. Se A C B, entio P(B) = P(A) + P(B\A);
iv. P(A¢) = 1 — P(A);
v. P(A) < 1,VA e F;
vi. Se A C B, entao, P(A) < P(B);
vii. Se A, 7 A, entao P(A,) /P(A);

viii. Se A, \( A, entdao P(4,) \ P(A).

Demonstragao. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade, entao:
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1.

ii.

1il.

Note que o conjunto vazio pode ser escrito como a uniao enumeravel de si mesmo:
oo
h=0u..ubu..=[]J0
n=1

Como é uma uniao disjunta, pela definicao de probabilidade, propriedade #i. Defi-

nicao H:
Mm:P<U®>=§:Mm

Pela propriedade iii da definigao 5, temos que P(2) = 1, o que implica que P(()
deve ser um ntmero real finito, especificamente, P(()) < 1. Se tivéssemos P(0)) > 0,
a soma infinita divergiria para o infinito, o que contradiz o fato de P(f)) ser um valor

finito. Portanto, a tnica solugao possivel é P({)) = 0.

Se A1, As, .., Ay, ... € Fe Ay, =0,Vk > 1 temos

+o0

Om_Um
=1

=1

Logo:
n +o00 +oo n +00
P (UAi) =P (U Ai) =Y P(A) =) P(A)+ > P(4),
i=1 i=1 i=1 i=1 i=n+1
mas
+o0 +o00 +00
Y P(A)= Y PO)= > 0=0.
i=n+1 i=n+1 i=n+1
Portanto,

Sejam A, B € F com A C B, note que AN (B\A) = (. Além disso, observe que

podemos escrever:

B=AN(B\A).

Como F é uma o-algebra, temos que A¢ € F. Logo, (B\A) = BN A° € F, pois
B, A¢ € F. Portanto, A e B\ A sdo eventos disjuntos em F. Pela aditividade:

P(B) = P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A) = P(B).

Assim, P(A) +P(B\A) = P(B).



Capitulo 2. Introdugao a probabilidade 22

1v.

V1.

vil.

viil.

Para demonstrar essa propriedade, basta fazer B = {2 e pela propriedade 7ii da
proposigao 2.4.1 temos que P(B) = P(A) + P(B — A). Segue que P(Q2) = P(A) +
P(Q — A). Como QA = A° e P(2) = 1, temos que 1 = P(A) + P(A°). Logo,
P(A°) =1—-P(A).

. Pelo axioma de Kolmogorov i, Defini¢ao 2.5, P(A) > 0,VA € Q. Além disso, pela

propriedade antrior iv, P(A) + P(A°) = 1. Assim, como P(A°) > 0, temos que
P(A) <1,VA e F.

Sejam A, B € F, AC B, entdao B= AU (B\A) e AN (B\A) = 0. Assim, P(B) =
P(AU (B\A)). Pela propriedade i, (aditividade finita), temos que

P(B) =P(A) + P(B\A).
Pelo axioma de Kolmogorov i, P(B\A) > 0. Logo, P(B) > P(A).
Suponha que A, cresce para A. Denotado como A, " A, isto é, A, C A, e
A= U A,. Defina By = Ay e B, = B,\A,_1,n > 2. Entéo, os B,, sao disjuntos,

A= U+°° B, e A, = J,_, Bx. Aplicando o axioma de Kolmogorov e a propriedade

11, temos que

=Y P(By)
=> P(B).

Como a soma parcial cresce para a soma total,

iz P4 ZPBk

Portanto, dizemos que a probabilidade de A, cresce para a probabilidade de A.
Denotado como P(A,,) ~ P(A).

Suponha que A,, decresce para A. Denotado como A, N\, A, isto é, A, C A, e

00
A= m An. Passando para 0S8 complementares, temos que:
n=1

ACC AC,

+00

Logo, AS é crescente e |J AS = A°. Pela propriedade anterior, P(AS) 7 P(A°).
n=1

Usando a propriedade iv, P(AS) 7 P(A), segue que

lim P(A,) = 1 — lim P(A%) = 1 — P(A°) = P(A).

n—o0 n—oo

Portanto, a probabilidade de A,, decresce para a probabilidade de A. Denotado como
P(An) \(P(A).
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]

Proposigao 2.4.2 (Subaditividade). Seja a tripla (£2, F,P) um espago de probabilidade.

Se Ay, As, ... € F sao eventos quaisquer, nao necessariamente disjuntos, entao
oo o
P (UAZ) <> P(A).
i=1 i=1

A demonstragao sera omitida aqui, mas pode ser encontrada no livro do Franco
(2020), pagina 202.

2.5 Probabilidade condicional

A probabilidade condicional é de suma importancia para um bom entendimento
sobre as cadeias de Markov. Usamos muito a probabilidade condicional de forma empirica.
Por exemplo, quando tentamos adivinhar se ir& chover ou nao, dependendo de como esteja
o céu, limpido ou carregado de nuvem, nés conseguimos restringir nossa opgao de resposta,

que muda dada uma condigao.

Definigao 6. Sejam a terna (2, F,P) um espago de probabilidade e os eventos A, B € F
com P(B) # 0. A probabilidade condicional de A dado B ¢ definida como:

P(AN B)

P(A|B) = F(B)

Uma observagao muito interessante é que a probabilidade condicional restringe o
espago amostral a condicao dada. No caso do exemplo onde tentamos adivinhar se iré
chover ou nao, note que restringimos o espaco amostral depois de saber se o céu esta

carregado de nuvens ou nao.

Exemplo 2.7. Suponha um langamento de um dado. Qual a probabilidade de sair o

numero 2, dado que o resultado obtido é um nimero par?

Solugao: O espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}. Os ntmeros pares sao B =
{2,4,6} e o evento A = {2}. Entao:

P(AN B)

P(AIB) =~

onde

P(ANB) = P({2}N{2,4,6))

= P({2})
~ n(AnB) 1

n(Q) 6
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Além disso,
n(B) 3 1
PB)= —==—-=—.
(B) n() 6 2
Logo,
1 1
PA|B)y =121
6 1

Para demonstrar que a probabilidade condicional é uma probabilidade, basta usar

os axiomas de Kolmogorov. Isso pode ser verificado no livro do Franco (2020).

Teorema 2.1 (Teorema do produto). Sejam A, B € F eventos tais que P(B) > 0. Entao,

P(ANB)=P(A| B) - P(B).

Mais geralmente, se Ay, ..., A, € F com P(A; N...N Ag) > 0,Vk > 2, entédo:
n n k—1
P (ﬂ Ak) =P(A)-]]P (Ak N Aj> .
k=1 k=2 j=1

A demonstragao pode ser encontrada em Durrett (2010), sendo consequéncia direta

da definicao de probabilidade condicional.

Seja agora, {2 um espago amostral particionado pelos eventos Ay, Ay, Az e Ay € F,
todos mutuamente exclusivos, ou seja, a intersecao entre eles é vazia, como mostra na

figura a seguir.

Figura 1 — Espaco amostral ) particionado

Ay

A; Ay

Fonte: Proprio autor (2025).
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Consequentemente, essa particao induz outra em B. Entao, temos as intersecoes
(A1NB), (AN B),(AsNB) e (A4N B) que também sdo mutuamente exclusivos, conforme
a figura. Dai, podemos dizer que B = (A, N B)U (A2 N B)U (A;3N B)U (A, N B). Entéo,

pelo item 7 da definicao 5, podemos escrever:
P(B)=P(A;NB)+P(A:N B)+P(AsN B) +P(A4 N B).
E possivel aplicar agora o teorema do produto:

P(B) =P(B | A1) - P(A1) + P(B | A2) - P(A2) + P(B | As) - P(A3) + P(B | Ay) - P(Ayg).

Essa ideia pode ser generalizada para uma particao enumeravel do espago amostral, na

forma de um teorema, como apresentaremos a seguir.

2.6 Teorema da probabilidade total

Teorema 2.2 (Teorema da probabilidade total). Se a sequéncia (finita ou enumeravel)

de eventos aleatorios Aq, Ag, ... formar uma particao de €2, entao:

P(B) = ) P(B|A;) - P(A,).

E essa é a féormula do teorema da probabilidade total. A demonstracao pode ser encontrada

em Ross (2019), sendo consequéncia direta da definigao de probabilidade condicional.

Teorema 2.3 (Teorema de Bayes). Sejam By, By, ... € F eventos, todos de probabilidade

positiva, que particionem o espago amostral 2, ou seja, sao disjuntos e sua uniao é igual

a . Dado um evento A, suponha que P(A) > 0. Entao, para qualquer indice i € N:
P(A| By) - P(By)

> P(A| By) - P(By)

k=1

P(B; | A) =

A demonstracao pode ser encontrada em Franco (2020).

2.7 Independéncia

O conceito de independéncia também é bem intuitivo, pois dois eventos sao inde-
pendentes quando o conhecimento da ocorréncia de um dos eventos nao altera a probabi-

lidade de ocorréncia do outro.

Definigao 7. Seja a terna (2, F,P) um espago de probabilidade, os eventos A, B € F

sao independentes se:

P(AN B) = P(A) - P(B).
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Exemplo 2.8. Em um cassino, em Las Vegas, num jogo de dados, um dado honesto foi
lancado 4 vezes. No primeiro langamento saiu 1, no segundo saiu 4, no terceiro saiu 5 e

no quarto saiu 6. Qual a probabilidade de todos os eventos ocorrerem?

Solucao: Chamaremos o primeiro lancamento de A, o segundo de B, o terceiro de
C e o quarto de D. Como cada lancamento é feito um apds o outro, podemos afirmar que
o resultado de um lancamento nao afeta a probabilidade de ocorréncia dos outros. Dado

que os dados sao honestos, podemos calcular a probabilidade de cada lancamento.

1 1 1

P(A) = =, P(B) = S B(C) =

6

Podemos agora calcular a probabilidade de todos eles ocorrerem, ou seja, iremos
calcular a probabilidade da interseccao (AN BN C N D). Como esses eventos sao inde-

pendentes, vale a definicio 7:
P(ANBNCND) = P(A)-P(B)-P(C)-P(D)
SOROHORE

1296

~ 0,000772
~ 0,0772%.

2.8 Sigma-algebra de Borel e conjuntos borelianos

Muito do que fazemos em probabilidade tem a ver com a o-algebra de Borel ou o-
algebra gerada por intervalos abertos. Por exemplo, quando falamos de variaveis aleatorias
continuas (que serao apresentadas adiante). Esta classe de conjuntos borelianos sera a base

para o desenvolvimento de nosso trabalho.

Teorema 2.4 (o-algebra gerada por uma classe de subconjuntos). Seja 2 um espago
amostral e ¢ uma classe de subconjuntos de 2. Entao, existe uma tnica o-algebra, chamada

o-algebra gerada por ¢, denotada por o(e), que satisfaz as seguintes propriedades:

i. o(e) é a menor o-algebra que contém a classe ¢;
ii. o) D¢
iii. Se F D ¢ ¢ uma o-algebra, entao F D o(e).

Definicao 8 (o-dlgebra de Borel). Seja Q@ = R e considere ¢ = {(a,b) C R : —o0 <
a < b < oo} uma familia de subconjuntos, ou classe de subconjuntos. Dizemos que o(¢)
¢ a menor c-algebra que contém ¢, ou seja, o(e) é a o-algebra que contém os intervalos

abertos de R e essa ¢ a o-algebra de Borel. Denotamos ela por B(R).
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Exemplo 2.9. Seja Q = R e seja a {e1} = {0}, a o-algebra que contém {e1} é o(e;) =
{0,Q} = {0,R}. Note que é preciso adicionar elementos para que o(c;) seja a menor

o-algebra que contém {e;}.

Exemplo 2.10. Seja Q = R e seja a {2} = {A}, entdo o(e2) = {0, R, A, A°}. Note que

mais uma vez, foi preciso adicionar elementos para que o(e2) seja uma o-algebra.

Definigao 9 (Conjuntos borelianos na reta). Para o espago 2 = R, a o-algebra de Borel
B(R) ¢ a o-algebra gerada por conjuntos abertos em R. Quando estiver claro no contexto
que Q = R, podemos escrever B ao invés de B(R). Os conjuntos em B sdao chamados

borelianos.

Exemplo 2.11. Um conjunto pontual {z} pode ser obtido como intersecdo de intervalos

abertos (x — %, T+ %)

E possivel observar que é muito dificil encontrar conjuntos que nao sao borelianos,
pois fazendo intersecoes desse intervalo aberto, o conjunto vai diminuindo ate chegar

muito proximo de x. Isso pode ser extrapolado para a maioria dos conjuntos em R.

2.9 Lema de Borel-Cantelli

De acordo com Franco (2020), o lema de Borel-Cantelli, um recurso essencial na
area de probabilidade, é empregado para determinar a possibilidade de um evento ocorrer

de forma infinita.

Definigao 10 (Limite superior e limite inferior). Seja (€2, F,P) um espago de probabi-
lidade e sejam Aj, A, ..., A,, ... uma sequéncia de eventos, o limite superior e o limite

inferior de A,, é definido por:

400 +o0
limsup A,, = m U Ayp.
n—oo n=1k=n
O limite inferior é dado por:
—+00 +oo
liminf A, = [ J (] A
n—oo
n=1k=n

A interpretacao para o limsup A, é o evento A, ocorrer infinitas vezes, mesmo
que de forma descontinua. Por exemplo, no langamento infinito de uma moeda, podemos
concordar que nao vai sair s6 cara, mas podemos concordar que saira cara infinitas vezes.
A notacao frequentemente utilizada é lim sup A,, = [A,, Infinitas vezes| ou s6 limsup A4,, =
[A,, 1.v].
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O liminf A,, é uma condi¢cao muito mais forte. Ela indica que existe um ponto
critico na s%gljoéncia a partir do qual o evento passa a ocorrer para todo k subsequente.
Em termos probabilisticos, dizemos que o evento ocorre para quase todo n suficientemente
grande, frequentemente denotado segundo James (2023) como lim inf A,, =[Ocorréncia de

A, Vn suficientemente grande|.

Usando a mesma ideia da moeda, em um lancamento infinito, o lim inf A,, fala que a
partir do momento em que sair cara, entao so iré sair cara no resto dos lancamentos. Dessa
forma, é possivel perceber que o liminf A, é mais raro de ocorrer do que o limsup A,,.
Entao, é possivel observar que liminf C lim sup, pois um evento acontecer infinitas vezes,
mesmo que de forma descontinua, ¢ menos raro do que a partir de um ponto sb6 ocorrer
esse evento para um nimero muito grande de vezes. Veja a representagao do liminf A, e

o limsup A,, abaixo.

Figura 2 — Representagao Limsup A,

Fonte: Proprio autor (2025).
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Figura 3 — Representagao Liminf A,

Q

. liminfA,

As

Fonte: Proprio autor (2025).

Teorema 2.5 (Lema de Borel-Cantelli). Seja (A,),>1 uma sequéncia de eventos em

(Q, F,P).

1. Se Y 2 P(A,) < oo, entdo:

P(limsup A,,) = 0.

ii. Se os eventos (A4,),>1 sdo independentes e Y~  P(A,) = oo, entdo:

P(limsup 4,,) = 1.

Corolario 2.6. Considere uma sequéncia de ensaios de Bernoulli independentes, em que

X, = 1 indica sucesso no n-ésimo ensaio e X,, = 0 indica fracasso, com P(X,, = 1) = p,.

i. Se Y | p, = 00, entao
o0
P(Z X, = oo> = 1.
n=1
ii. Se Y > p, < 00, entdo

]P’(an < oo) = 1.
n=1

Traduzindo em palavras, esses dois itens querem dizer que:
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i. > P, = 400 = Um namero infinito de sucessos, quase certamente;

ii. > P, < 400 = Um namero finito de sucessos, quase certamente.

A demonstracao desse teorema e do coroléario serao omitidas aqui, mas é possivel
encontra-las no livro do Franco (2020) e do James (2023). O James (2023) traz um exemplo

classico e muito interessante que veremos a seguir.

Exemplo 2.12 (O macaco infinito). Considere o seguinte experimento classico. Um ma-
caco ¢ colocado diante de uma méquina de escrever contendo um conjunto finito de carac-
teres (letras, espagos e pontuagao). Em cada ensaio, o macaco pressiona teclas de forma

completamente aleatoria e independente, produzindo uma sequéncia finita de caracteres.

Fixemos um texto especifico, por exemplo, uma obra completa de Shakespeare, e
definamos um ensaio como sucesso se 0 macaco reproduzir exatamente esse texto, sem
qualquer erro. Caso contrario, o ensaio é considerado um fracasso. Apos cada ensaio, o
processo é reiniciado de forma independente, garantindo que os ensaios sucessivos sejam

independentes e identicamente distribuidos.

Denote por A, o evento “o macaco reproduz corretamente o texto no n-ésimo
ensaio”. Como o alfabeto é finito e o texto possui comprimento finito, a probabilidade de

sucesso em cada ensaio € estritamente positiva, embora extremamente pequena. Assim,

P(A,) =p>0, VneN.

Consequentemente, a série:
o e.)
S () = Yy = toc
n=1 n=1

diverge. Além disso, como os eventos (A,),>1 sdo independentes, as hipoteses da segunda
parte do Lema de Borel-Cantelli sao satisfeitas. Logo,
P(limsup A4,,) = 1.
n—oo
Em termos probabilisticos, isso significa que, com probabilidade um, o macaco

reproduziré corretamente o texto infinitas vezes ao longo de uma sequéncia infinita de

ensaios.
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3 Processos estocasticos

Neste capitulo, vamos entender o que sao variaveis aleatorias discretas e continuas.
A principio, uma variavel aleatéria é uma funcao que associa a cada resultado possivel
de um experimento aleatério um nimero real. Iremos entender melhor esses conceitos a
partir da definicao formal de varidveis aleatorias. Veremos também a definicao formal de
funcao de distribuigao, funcao indicadora, desigualdades classicas, processos estocésticos

etc. Essas sao ferramentas béasicas para um bom entendimento sobre cadeias de Markov.

3.1 Variaveis aleatorias

Uma variéavel aleatoria, conforme definida por Franco (2020), é um valor numeérico,

real, atribuido a cada resultado possivel dentro de um experimento aleatoério.

Definigao 11 (Variaveis aleatorias). Uma variavel aleatoria € uma fungao X : Q — R, que
vai do espago amostral até o conjunto dos niimeros reais, ou de uma forma mais precisa,
seja a terna (€2, F,P) um espago de probabilidade, dizemos que a fungao X : Q@ — R é

uma variavel aleatoria se, para todo intervalo I C R, vale:

X' ={weQ: X(w)el}eF.

O evento associado & variavel aleatoria pode ser denotado por {X € I}, que é
uma forma mais simples de notagao. Outra observacao é que podemos nos referir a uma

variavel aleatoria apenas por v.a.

Alguns autores usam a pré-imagem, denotado por X 1(B) = {w € Q : X(w) €
B} € F, para todo conjunto boreliano B C R, para falar de variaveis aleatorias, ou usam

a notacao {X < z} para pré-imagens de intervalos do tipo (—oo, z].

Vale a pena observar também que existem alguns tipos de variaveis aleatorias e
podemos separa-las em categorias. A primeira categoria é a que podemos classificar as
variaveis aleatorias em qualitativas e quantitativas. Os nomes ja sugerem que uma variavel
quantitativa esté relacionada a uma quantidade e a qualitativa esta relacionada a uma
qualidade ou caracteristica. Essa classificacao é mais comum em Estatistica, mas ajuda

na intuicao inicial.



Capitulo 3. Processos estocdsticos 32

3.2 Funcao indicadora

A funcao indicadora nos permite observar se determinados conjuntos sao mensura-
veis, e nao so isso, este conceito é muito utilizado para quantificar coisas que normalmente
sao caracteristicas, como contar quantas caras sairam em um jogo de cara ou coroa. A fun-
¢ao indicadora também pode ser usada como ferramenta para demonstrar desigualdades

importantes, como a desigualdade de Tchebyshev item 3.10.1.

Definigao 12. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Dado A C €2, a fungao indi-

cadora, denotado por 14(x), é definida como:

1, sexe A

La(z) =
0, sex ¢ A.
A funcao indicadora permite verificar se determinados subconjuntos do espaco
amostral sao mensuraveis. Isso ocorre porque a func¢ao indicadora associada a um conjunto
mensuravel define uma variavel aleatoria. Assim, a funcao indicadora é uma ferramenta

importante na identificacao e construcao de variaveis aleatérias. Veja o exemplo a seguir.
Exemplo 3.1. Seja o espago amostral Q = {1,2,3,4} e F = {0,Q,{1,2},{3,4}}, com

A ={1,2} e B=1{1,3}. Verifique se 15 é uma variavel aleatoria.

J& temos experiencia suficiente para de forma visual, perceber que o conjunto
B nao pertence a o-dlgebra, pois a o-algebra nao enxerga esse conjunto. Entretanto,
podemos verificar isso usando a funcao indicadora. Em palavras, nos perguntamos se B é

mensuravel. Note que

15 ((—00,a]) = {w € Q: 1p(w) < a}.

Observamos que:

0, a < 0,
15'((—00,a]) =X B, 0<a<1,
Q, a>1.

Como B¢ ¢ F, segue que 1 nao é mensuravel, e portanto nao é uma variavel

aleatoria.

Exemplo 3.2 (Variavel aleatoria qualitativa). A cor dos olhos de uma amostra de uma

determinada populacao.

Exemplo 3.3 (Variavel aleatoria quantitativa). O nimero de coroas que sairam num jogo

de cara ou coroa.
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Existem subcategorias para as varidveis aleatérias quantitativas e qualitativas.
Uma variavel aleatoria qualitativa pode ser classificada em ordinal ou nominal. J& as vari-
aveis aleatorias quantitativas podem ser classificadas em variaveis aleatoérias quantitativas

discretas ou continuas.

Exemplo 3.4 (Variavel aleatoria qualitativa ordinal). Estégios de uma doenca (Leve,
Moderado, Grave) é um exemplo de variavel aleatoria qualitativa ordinal, pois é necessério

uma ordem ou hierarquia.

Exemplo 3.5 (Variavel aleatoria qualitativa nominal). A cor dos olhos de uma amostra,

de uma determinada populacao é um exemplo de variavel aleatéria qualitativa nominal.

Exemplo 3.6 (Variavel aleatoria quantitativa discreta). O ntimero de coroas que sairam

num jogo de cara ou coroa ¢ um exemplo de variavel aleatoria quantitativa discreta.

Exemplo 3.7 (Variavel aleatéria quantitativa continua). A altura de uma amostra de

uma populacao é um exemplo de varidvel aleatéria quantitativa continua.

Os tipos de variaveis aleatorias que nos interessam, de fato, sao as variaveis alea-

torias quantitativas discretas e continuas.

3.3  Variaveis aleatorias discretas

Definigao 13 (Variaveis aleatorias discretas). Uma variavel aleatoria é dita discreta se

existe um conjunto enumeravel B = {x1,xs,...} C R tal que:
P(X € B)=1.
A funcao de probabilidade associada a X é a funcao:
px(z) =P(X =x), VzeR,
tal que:

px(x) >0 e Y px(z)=1.

Em outras palavras, uma varidvel aleatoria discreta é uma funcao X : @ — R
cujo conjunto de valores possiveis é finito ou enumeravel, ou seja, a variavel aleatoria
assume valores que possam ser contados. Irei omitir a explicacao do que é um conjunto
enumeravel mas essa ideia junto com a demonstragao pode ser verificada no livro do Elon
Lima (2022).

Exemplo 3.8. Um exemplo de uma variavel aleatoria quantitativa discreta é o resultado

do langcamento de um dado, cujo resultado ¢ um nimero de 1 a 6.
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3.4  Variaveis aleatorias continuas

Uma variavel aleatoria é continua, ou absolutamente continua, quando sua distri-
buicao admite uma funcao densidade de probabilidade, a qual permite calcular probabi-

lidades por meio de integrais.

Definicao 14 (Variaveis aleatorias continuas). A variavel aleatéria X ¢é absolutamente

continua se existe uma funcao f : R — R, digamos continua por partes, tal que:

P(angb):/bf(x)d:c.

Neste caso, dizemos que f é a funcao densidade de probabilidade de X ou simplesmente
+oo
densidade de X. Note que [ f(z)dz = 1.

Intuitivamente, dizemos que uma variavel aleatoria é continua quando as probabi-

lidades nao sao atribuidas a valores isolados, mas a intervalos de valores.

Exemplo 3.9. O tempo que uma lampada dura até parar de funcionar ¢ um exemplo de

varidvel aleatoéria continua.

3.5 Variaveis aleatorias independentes

Definigao 15 (Variaveis aleatorias independentes). As variaveis aleatorias X7, ..., X, sdo

coletivamente independentes se:

n

P(X; € Bi, X5 € By, ... X, € B,) = [[P(Xi € By),

=1

VB, e F,i=1,...,n.

Podemos traduzir isso como:

P{X; € Bi}n{Xs € Bo}n..n{X,, € B,}) =P(X; € By)-P(X3 € By)-...- P(X,, € By).
Segue a mesma logica da definigao 7, s6 é preciso lembrar que estamos falando de

variaveis aleatorias agora. Essa ideia sera de extrema importancia em cadeias de Markov.

Vejamos alguns exemplos de variaveis aleatorias.

3.5.1 Distribui¢ao binomial

A distribui¢ao binomial é utilizada para modelar o ntimero de sucessos em n ensaios
independentes, nos quais cada ensaio possui apenas dois resultados possiveis: sucesso ou

fracasso, com probabilidade de sucesso p.
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Seja X a variavel aleatoria que representa o niimero de sucessos nesses n ensaios.
Dizemos que X possui distribuicao binomial com parametros n e p se sua funcao de

probabilidade é dada por:

Pet =)= (- (7).

T

E comum ver nos livros a seguinte notacao para distribuigao binomial: X ~

Binomial(n, p).

Exemplo 3.10. Imagine o lancamento de uma moeda honesta 10 vezes. Qual é a proba-

bilidade de obter exatamente 7 caras?

Seja X a varidvel aleatoria que representa o nimero de caras obtidas nos 10 lan-

camentos. Considere:

e n = 10 é o niimero de lancamentos;
e 1 =7 ¢é o0 numero de sucessos (Caras);
e p = 0,5 ¢ a probabilidade de sair cara;
e 1 — p é o complementar de p, ou seja, é a probabilidade de sair coroa.
Logo,
P(X =7) =(0,5)7-(0,5)*7. (170> ~ 11,72%.

O grafico abaixo ilustra a solucao do problema:
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Figura 4 — Representagao do problema da moeda binomial
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Fonte: Proprio autor (2025).

3.5.2 Distribuicao geométrica

A distribuicao geométrica é utilizada quando realizamos o experimento e queremos
obter o niimero de tentativas até ocorrer o primeiro estado chamado sucesso. A distribuicao
geométrica tem pardmetro p, sendo seu complementar ¢ = (1 — p). Entéo, a distribuigao

geométrica tem funcao de probabilidade dada por:

P(X=z)=p-(1-p)~"

Uma observagao é que ¢ muito comum ver nos livros a seguinte notagao para

distribuigao geométrica: X ~ Geom(p).

Uma curiosidade é que a distribuicao geométrica possui o que é chamado de perda

de memoria. Esta caracteristica é:
P(X >m+n|X >m)=PX >n).
Demonstracao. Usando a definicao de probabilidade condicional, segue que:

]P’({sz+n}ﬂ{X2m}).

P(X >m+n|X >m) = P({X > m})

Como {X >m+n} C {X > m}, temos que:
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P{X >m+n}

P(X>m+n|X >m)= PUX S m])

Agora, quem é P(X > m)?
PX>m)=P{X=m}U{X=m+1}Uu{X=m+2}U...)

:P(U{X:k}).

Como essa uniao é disjunta, entao, pelas definicbes de probabilidade e da funcao de

probabilidade da distribuicao geométrica, obtemos:

+oo
P(X>m)=) PX=k)
k=m
+oo
=> p-(1=p*!
k=m
“+o0o “+o0o
. (1-p)*
=p- > (1-p)ft=p
2 2 i)
P
= . 1 — p k
(1—p) ,;1( )
+00
Analisando . (1—-p)f = (1—p)™+ (1 —p)™* + (1 —p)™ 2 + ..., vemos que é a soma de
k=m
1 —p)™
uma PG infinita com primeiro termo (1 — p)™ e razao (1 — p), cuja soma é %
—\L=D
Logo,
p (L—p)™ ) (1—p)" -
P(X >m) = . = =(1-p™m .
( ) 1—p (1—(1—1)) (I-p) (1=7)
Voltando ao problema, obtemos entao:
P(X > m+n)
(X zmtnlX 2m) P(X > m)
B (1 _p)m-i-n—l
1—p)mt
— (1 o p)ernflferl
= (1-p)"
= P(X >n).
]

Exemplo 3.11. Um jogador de basquete tem uma probabilidade de sucesso de p = 0,4
ou 40% de acertar um arremesso livre. Qual a probabilidade de ele acertar a sua primeira

cesta no 4° arremesso?
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Seja X o nimero de arremessos até o primeiro acerto. Temos que p =0,4; 1 —p =
0,6 e z = 4 é o nimero de tentativas onde ocorre o primeiro acerto. Usando a féormula

P(X =x) =p- (1 —p)* ! podemos substiruir z, p e 1 — p, obtendo:

P(X =4) = (0,4) - (0,6)® ~ 0,0864 ~ 8,64%.

Figura 5 — Jogador de basquete

0.4000

0.4 4

0.3 4

P(X = x)

0.2 4

(Acerta no 42 arremesso]

0.1440

0.1+

0.0 - y y T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Numero da tentativa onde ocorre o primeiro acerto (x)

Fonte: Proprio autor (2025).

3.5.3 Distribuicao de Poisson

2

A distribuigao de Poisson é utilizada para modelar o ntimero de ocorréncias de
um evento em um intervalo fixo de tempo ou espago, sob a hipétese de que tais ocor-
réncias acontecem de forma independente e com taxa média constante. Trata-se de uma

distribuicao de variavel aleatoria discreta.

Dizemos que uma variavel aleatéria X possui distribuicao de Poisson com para-

metro A > 0 se:
e AN
P(X =x) = , r=0,1,2,...

x!
Nesse caso, escrevemos X ~ Poisson(\).

A distribuicao de Poisson pode ser obtida como limite da distribuicao binomial
quando o nimero de ensaios tende ao infinito e a probabilidade de sucesso tende a zero,

de modo que np = A permanece constante.

Escrevendo a férmula da distribui¢ao binomial, obtemos:

PX =z)=p"- (1-p)"" (Z)
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Agora, chamamos )\ de esperanca ou valor esperado. Entao, podemos fazer A = n-p, sendo
A

n"

n o nimero de eventos e p a probabilidade de ocorrer um evento. Logo, A =n-p = p =

Substituindo no lugar de p, obtemos:

() (-2)7°C)

Como n tende ao infinito, podemos escrever como limite, entao:

- [ (-2 ()]

desenvolvendo, obtemos:

e amy
== |2

AT n! _ A\ 1
=— - lim ——— - lim |[(1—— N
x! nooon®(n —x)! nooo n lim (1 —2)
n—oo

Note que lim —5— =1e lim [(1 —2)"] =¢e™*. Além disso,
n—oo (1=%)" n—o00 n
lim n! ~ lim 1 nn-1mn-2)----(n—a+1)(n—uz)!
n—oo n®(n —x)!  n—oo | n¥ (n—ux)!
_ [n n—1 n—2 n—x+ 1}
— hm — e — e i ..
n—oo | N n n n

Assim, segue que:

IP(X = JJ) = g e 7,

logo,
e\
P(X =2)= I

Exemplo 3.12. Um call center de suporte técnico recebe em média 8 chamadas por hora
durante o horario comercial. A geréncia deseja analisar a demanda de atendimento para
planejar melhor a equipe. Considerando que o nimero de chamadas segue uma distribui¢ao

de Poisson, calcule:

i. Qual a probabilidade de receber exatamente 10 chamadas em uma hora?

ii. Qual a probabilidade de receber no méximo 5 chamadas em uma hora?
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iii. Qual a probabilidade de receber mais de 12 chamadas em uma hora?
Solugao:

i. A = 8 chamadas por hora (taxa média) e X = numero de chamadas por hora. Basta

substituir:
e—8. )10
P(X =10) = 10l ~9,93%.

ii. Receber no méximo 5 chamadas é receber 0 chamadas, 1 chamada, 2 chamadas, 3

chamadas, 4 chamadas até 5 chamadas, denotado por:
PX<5)=PX=04+PX=1)4+PX =2)+P(X =3)+P(X =4)+P(X =5).

Desenvolvendo, obtemos:

_8~80 _8~81 —8_82 —8_83 —8_84 —8_85
PX<5) =242 22 70 2yt 2Lt

0! 1! 2! 3! 4! 5!
— 0,0003 -+ 0, 0027 + 0, 0107 + 0, 0286 + 0,0573 -+ 0, 0916
~0,1912
~ 19, 12%.

iii. A probabilidade de receber mais de 12 chamadas pode ser denotada por:
P(X >12) =1-P(X <12).

Logo,

P(X>12)=1—(P(X =0)+P(X =1)+P(X =2) + ... + P(X = 12))

8 Q0 -8 gl -8 . ql2
P(X >12)=1— |& O!S + 2 1!8 o s 12!8
— 10,9362
~ 0,0638
~ 6, 38%.

O grafico abaixo ilustra esses resultados.
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Figura 6 — Distribuicao de Poisson

I P(X < 5) - No maximo 5 chamadas
E P(X = 10) - Exatamente 10 chamadas
P(X > 12) - Mais de 12 chamadas

P(X = k)

7.5 10.0 125
k (nimero de chamadas por hora)

Fonte: Proprio autor (2025).

3.5.4 Distribuicao exponencial

A distribuicao exponencial é uma distribuicao de variavel aleatoria continua, cuja

funcao densidade de probabilidade é dada por:

Ae M x>0,
flz) =
0, x < 0.
O parametro A > 0 representa a taxa média de ocorréncia do evento por unidade de

tempo. Valores maiores de A indicam maior frequéncia de ocorréncias e, consequentemente,

menor tempo médio até o evento.

A distribuicao exponencial é amplamente utilizada em estudos de confiabilidade,
especialmente para modelar o tempo até a falha de componentes cuja taxa de falha é
aproximadamente constante ao longo do tempo, como lampadas, dispositivos eletronicos

e sistemas simples.

Ademais, a distribuicdo exponencial também possui a propriedade de perda de
memoria, sendo a tnica distribui¢ao continua que possui esta propriedade. Assim, o tempo

restante até a ocorréncia do evento ¢ independente do tempo ja decorrido.

Além disso, a distribui¢ao exponencial esta intimamente relacionada ao processo de
Poisson. Em um processo de Poisson com taxa A, os tempos entre ocorréncias consecutivas

sao variaveis aleatorias independentes com distribuicao exponencial de parametro .

Exemplo 3.13 (TRT 7° R - Adaptada). A duragdo de uma lampada é uma variavel

aleatoria T' com distribuigao exponencial de parametro A = . Qual é a probabilidade

1
1000
de a lampada durar menos de 1200 horas?
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cetow  set >0

0 set<O.

O tempo t estara entre zero e 1200. Assim, segue que:

L oo gy 12 70

1200
P(T < 1200) = /
o 1000

Figura 7 — Distribuicao exponencial

= f(t) = (1/1000)-e~(-t/1000)
== t=1200 horas
P(T = 1200) = 0.6988
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0.0004

0.0002

0.0000 1
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Fonte: Proprio autor (2025).

Este exemplo foi tirado de uma prova de concurso BRASIL. Tribunal Regional do

Trabalho da 7a Regiao (Ceara) (2009).

3.6 Funcao de distribuicao

Definicao 16. A funcao de distribuicao da variavel aleatéria X é definida por Fx : R —
0,1] com:
Fx(z) =P(X <x),Vz e R.

Proposigao 3.6.1 (Propriedades da funcao de distribui¢ao). Se X ¢é uma variavel alea-

toria, sua funcao de distribuicdo Fx satisfaz as seguintes propriedades:

i. Se z <y, entao Fx(z) < Fx(y), isto é, F'x é nao decrescente;
ii. Se z, \yy, entdo Fx(x,) \, Fx(y), isto é, Fx é continua a direita;

iii. Se z, \, —00, entdo Fx(x,) \ 0, e se x, /400, entdo Fx(z,) /1.
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As distribuigoes discretas, como a binomial, a geométrica e a de Poisson, possuem
funcoes de distribuicao com saltos, enquanto distribui¢oes continuas, como a exponencial
e a normal, apresentam funcoes de distribuicao continuas, suaves, como é possivel observar

no exemplo 3.13.
Demonstragio. Seja a tripla (€2, F,P) um espago de probabilidade, entao:

i. Sejam os valores z e y, sendo x < y. Note que {X <z} C {X < y}. Pela defini¢ao
de fun¢ao de distribuigao, temos que Fy(x) =P(X < z) < P(X <vy) = Fx(y).

ii. Se xz, \ vy, entao {X < z,} é uma sequéncia decrescente de eventos aleatorios.
Logo, {X < z,} N\ {X < y} e, pela continuidade da probabilidade, P({X <
zn}) ¢ P{X < wy}). Portanto, Fx(z,) \( Fx(y).

iii. A terceira propriedade, é possivel demonstrar da mesma forma que a propriedade
ii. Se x, \, —00, entao {X < x,} diminuem para o conjunto vazio, ou seja, {X <
xn} ¢ 0. Logo, pela continuidade da probabilidade, temos que P({X < z,}) N\, 0.
Assim, pela defini¢ao temos que Fy(x,) N\, 0 e, da mesma forma, seguindo os
mesmos passos, sO que agora r, /" +oo, pela continuidade também chegamos a

conclusao de que Fx(z,) /1.
O

Varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d), significa
que as variaveis aleatoérias sdo independentes (defini¢do 15) e elas possuem a mesma

distribuicao.

3.7 KEsperanca

A esperanca, ou média ponderada de uma variével aleatoria, é justamente o que a
palavra diz, é o valor esperado. Esse valor esperado para a variavel aleatoria, nem sempre

estard no espaco amostral.

Definicao 17. Seja X uma varidvel aleatoéria. Se X é discreta assumindo os valores

{x1, 29, ...}, entdo definimos a esperanga de X como:

Definicao 18. Seja X uma variavel aleatoria. Se X é absolutamente continua com den-

sidade f : R — R, entao definimos a esperanca de X como:
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Exemplo 3.14. Em Las Vegas, num cassino, um apostador entra em um jogo de roleta.
Essa roleta é diferente, pois é dividida em setores com éreas diferentes, conforme a Figura
8. Surgem duas perguntas: qual a esperanca da variavel aleatoria X7 Qual setor da roleta

a seta tem uma maior chance de parar??

Considere o espago amostral 2 como o disco unitario de raio » = 1 no plano
cartesiano, centrado na origem (0, 0), cuja fronteira é definida pela equagao z? + y? = 1.
Assumimos que a posicao final da seta é distribuida uniformemente em relacao a area do
disco. Assim, a probabilidade de a seta parar em uma regiao é proporcional a sua area.
O espago amostral ) possui area total A(Q2) = mr*> = 7. A variavel aleatoria X ¢ discreta

e assume os valores {1,2, 3,4}, dependendo do setor em que a seta parar.

Definimos a probabilidade de a seta cair em um setor Sy como a razao entre a area

do setor e a area total do circulo denotado por:

Figura 8 — Roleta do cassino

Fonte: Possani (2022).

Os setores S, e suas respectivas probabilidades sao dados:
Setor 4: Ocupa metade do circulo. P(X =4) = 1.
Setor 3: Ocupa um quarto do circulo. P(X = 3) = }1.
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A esperanga (ou média) da variavel X é calculada conforme a defini¢ao 17:

—4 - P(X=4)+3-P(X =3)+2-P(X =2)+1-P(X = 1)

16 6 2+
8 8 8
25
8

Portanto, a esperanga da variavel sob analise é E[X]| = 3, 125.

A esperanca, ou média dessa variavel X nao é um valor que seja possivel da seta
interceptar e a jogada de maior vantagem certamente é apostar que a seta ira cair no

setor de ntimero 4, pois a probabilidade da seta parar nele é maior.

Exemplo 3.15 (Adaptado). Uma seguradora disponibiliza uma apolice de seguros para
um estudante do IFBA que ira fazer estagio externo. O valor dessa apolice é de R$50.000,00
caso o estudante sofra algum acidente e o estudo feito mostrou que existe uma chance de
2% que um acidente ocorra. Qual o valor esperado pela empresa de seguros ao disponibi-

lizar esse produto, admitindo como varidvel aleatéria a ocorréncia ou nao de acidente?

Solucao:

Primeiro temos dois estados, o primeiro é o acidente ocorrer, que tem uma probabi-
lidade de 2%, e o segundo ¢ a probabilidade de nao ocorrer que equivale ao complementar
de 2%, que é 98%. Sendo assim, o valor para caso o acidente ocorra é de R$50.000,00 e o
valor para o caso do acidente nao ocorrer ¢ R$0,00. Definimos assim a variavel aleatoria

X como o valor, em reais, pago pela seguradora:

50.000, com probabilidade 0,02,
0, com probabilidade 0,98.

Logo, a esperanca ¢ dada por:

E[X] = vy - P(X = 50.000) + v, - P(X = 0).
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Sendo v; = 50.000, 00, v, = 0,00; P(X = 0) = 2% e P(X = 50.000) = 98%, substituindo,

obtemos
E[X] = 50.000 - 0,02 +0-0,98

= 1.000.

Portanto, o valor esperado do pagamento da seguradora ¢ de R$ 1.000,00.

Exemplo 3.16 (Exemplo de esperanga de variavel aleatéria continua). No exemplo 3.13,
a funcao densidade de probabilidade é dada por:
L. et000 set >0

f@) =1
0 set <O.

_ _1 =
Iremos agora calcular o valor esperado para esse problema, sendo A = 1555 e t > 0. Entao

usando usando a formula da esperanca de variavel aleatéria continua obtemos:

E[T] = /_+Oot (@) dt.

o

Substituindo, temos:

¢
e~ 1000 (t.

o
E[T]:/ L 1000
0

Resolvendo essa integral por partes, obtemos:

1 1 1000

Curiosamente, a esperanca para uma distribuigao exponencial é % A demonstragao para

essa e as demais distribuigoes, sdo encontradas no livro do Franco (2020).

3.8 Propriedades da esperanca

Teorema 3.1 (Propriedades da esperanca). A esperanga matemaética possui as seguintes

propriedades:

i. Se X = ¢, entao E[X] = ¢;
ii. Se X <Y entao E[X]| < E[Y] (Monotonicidade);
iii. Se Z =aX +Y entao, E[Z] = aE[X] + E[Y] (Linearidade);

iv. Se X,Y sao varidveis aleatorias independentes, entao E[X - Y] = E[X]-E[Y] (Espe-
ranca do Produto).
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v. Dados h : R — R e X variavel aleatoria, entao

E[h(X)] = > h(zx) - B(X = ),

=

se X é discreta, ou

se x for absolutamente continua. (Teorema da mudanga de variavel)

A demonstracao dessas propriedades serao omitidas pois algumas usam teoria da

medida, mas podem ser consultadas no livro do James (2023).

3.9 Variancia

A variancia é uma das medidas de dispersao de uma variavel aleatoria que mede

o quanto a variavel se distancia da média, ou valor esperado.

Definigao 19 (Variancia). Seja a tripla (€2, F,P) um espago de probabilidade. A variancia

de uma variavel aleatéria X é definida por
Var(X) = E[(X — E[X])?.
Proposicao 3.9.1 (Propriedades da variancia). As propriedades da variancia sao
1. V(X +¢) = Vo (X), Ve € R;
ii. Vor(a-X)=a? Vo (X),Va € R;
iii. Var(X) = E[X7] - (E[X])*;
iv. Se X e Y s@o independentes, entao V. (X +Y) = V,,.(X) + V.. (Y);

v. Se X1, Xy, ..., X, sao independentes, entao
Var (Z XZ) = Var(Xa).
k=1 k=1
Demonstragao. Seja a tripla (2, F,P), um espago de probabilidade, temos:

i. Pela definigao de variancia, temos:

Vi X +¢) =E[(X +¢) —E[X +¢))’] .
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ii.

1il.

Pela linearidade da esperanga, sabe-se que E[X + ¢] = E[X] 4 ¢. Substituindo este

resultado na expressao anterior, obtemos:

Var(X +¢) =E [(X + ¢ — (B[X] + ¢))’]
E[(X +¢—E[X] - ¢)]
E [(X — E[X])?]

Var (X).

Portanto, a adicao de uma constante nao altera a dispersao dos dados em relagao a

média.
Pela defini¢cao de variancia, temos:

Var(aX) = E [(aX — E[aX])].

Pela propriedade de linearidade da esperanca, temos que E[aX] = aE[X]. Substitu-

indo esta relacao na expressao, obtemos:

Vir(aX) = E[(aX — aE[X])?

= E [(a(X — E[X]))"]
=E [o*(X — E[X])?]
= d’E [(X — E[X])?]
= a*V(X)

Onde a penultima igualdade decorre da linearidade da esperanca para constantes.

Conclui-se que o fator de escala é extraido da variancia elevado ao quadrado.

Partindo da definicao canonica de variancia e desenvolvendo o binémio de grau dois
no interior do operador de esperanca, temos:
Vor(X) =E [(X - E[X])’]
=K [X2 —2XE[X] + (E[X])2]

Pela propriedade de linearidade do operador de esperanca, e considerando que E[X]

¢ um valor constante, podemos distribuir o operador nos termos da soma:

Vor(X) = E[X?] - E2XE[X]] + E[(E[X])*]
= E[X?] - 2E[X]E[X] + (E[X])*
= E[X?] — 2(E[X])* + (E[X])*
= E[X"] — (E[X])*

Portanto, a identidade estd demonstrada, revelando uma forma alternativa e fre-

quentemente mais simples para o calculo da dispersao.
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iv. Pela definicao de varidncia aplicada & soma, temos:

V(X +Y) =E[(X +Y) - E[X +Y])?].

Considerando a linearidade da esperanga e reagrupando os termos:

Var(X +Y) =E [(X — E[X]) + (Y ~ E[Y]))’]
=E[(X - E[X])* +2(X - E[X])(Y - E[Y]) + (Y - E[Y])?].

Distribuindo o operador de esperanca pelo principio da linearidade:

Var(X +Y) = Vor(X) + 2E (X — E[X))(Y = E[Y])] + Var (V).

Como X e Y sao independentes, as funcoes de X e Y também o sao. Assim, a

esperanca do produto dos desvios é igual ao produto das esperancas:

E[(X - EX])(Y - E[Y])] = E[X — E[X]]- E[Y — E[Y]].

Visto que a esperanga do desvio em relagao a média é sempre nula, ou seja, E[X —

E[X]] = 0, o termo central da expressao desaparece. Portanto:

Var(X +Y) = Vo (X) + Vo (V).

v. Utilizaremos o principio da indugao finita sobre o niimero de variaveis n.

Base da Indugao: Para n = 1, a igualdade é trivial, pois V,,.(X;) = V,.(X;). Para
n = 2, a propriedade foi demonstrada no item anterior, onde a independéncia entre
X; e Xy implica que V(X7 + X3) = Vo (X7) + Vi (X2).

Hipotese de Inducao: Suponhamos que a propriedade seja valida para um natural

k > 2, ou seja:
k k
Var (Z Xz) = ZVM(X’L)
i=1 i=1

Passo Indutivo: Devemos mostrar que a validade para k implica a validade para
k+ 1. Seja S, = Zle X;. Note que S; e Xji1 sao independentes, pois X1 é

independente de cada X; individualmente. Assim:

k+1
Var (Z XZ) = Var(Sk + Xp11)
=1

= Vo (Sk) + Var (Xk11)  (pelo caso n = 2)
k
= Z Vor(X;) + Var(Xii1)  (pela Hipotese de Indugao)

Portanto, pelo principio da indugao finita, a propriedade é valida para todo n € N.
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3.10 Desigualdades classicas

Proposigao 3.10.1 (Desigualdade de Markov). Seja X uma variavel aleatoria, com X >

0Oe X €R, com A > 0. Entao:
E[X
oz < B

Demonstragao. Seja a tripla (2, F,P) um espago de probabilidade, temos:

Para demonstrar essa desigualdade, podemos usar a funcao indicadora

1, se X(w)>a
Lixzay(w) =
0, se X(w)<a.

Entao, temos que X = X - Iyx>q) + X - Ix<4). Logo, podemos escrever a esperanca de

X como
E[X] = E[X - Txsa) + X - Lixca] = B[X - Lixsa] + E[X - Lxca).
Note que E[X - T{x<q] > 0, logo:
E[X] > Ela- 1{x>q]

Pela propriedade da linearidade da esperanca, propriedade 7z, teorema 3.1, podemos es-

crever:
EX]>a-E[li{xsq] = E[X] >a-P(X >a)
E, portanto:
P(X >a) < EE;)(],
com a > 0. O]

Proposigao 3.10.2 (Desigualdade de Tchebyshev). Seja X uma variavel aleatoria com
E[X] e Va(X) < 0o. Entao, para todo A > 0,

Var (X)

P(X — EIX]| 2 ) <

Demonstragao. Aplicando a desigualdade de Markov a variavel nao-negativa (X —E(X))?,

obtemos:

B(X — E(X)] = A) = P((X — E(X))? > »?) < 2& ‘XF(XW _ Va;(ZX)‘
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Proposigao 3.10.3 (Desigualdade de Jensen). Seja ¢ : R — R fungao convexa e, suponha,
que E[|.X|] < 400. Entao,
E[p(X)] > ¢(E[X])

Omitiremos a demonstragao, que pode ser encontrada no livro de Franco (2020).

3.11 Processo estocastico

Um processo estocastico pode ser entendido como uma familia de variaveis alea-
torias indexadas por um conjunto que representa o tempo. Esses processos sao utilizados
para modelar fendmenos aleatorios que evoluem ao longo do tempo, como sistemas fisicos,

econdmicos ou naturais.

Definicao 20 (Processo estocastico). Seja (2, F,P) um espago de probabilidade e seja
T um conjunto de indices (tempos). Uma familia de variaveis aleatorias {X(t) : t € T}

¢ chamada de processo estocastico se, para cada t € T, X(t) é uma variavel aleatoria
definida em (2.

Segundo Bertsekas e Tsitsiklis (2008), um processo estocastico consiste em uma
colecao de varidveis aleatorias definidas sobre um mesmo espaco de probabilidade, per-
mitindo a analise probabilistica de sua evolucao temporal. Uma cadeia de Markov é um

exemplo de um processo estocéstico.

3.12  Espaco de estados

Definigao 21 (Espago de estados). O espago de estados S é o conjunto de todos os
valores possiveis que a variavel aleatoria X (t) pode assumir. No caso das cadeias de

Markov estudadas neste trabalho, considera-se S um conjunto finito ou enumeréavel.

3.13 Matriz estocastica

Definigao 22 (Matriz estocéstica). Seja I um conjunto finito ou enumeravel. Uma matriz

P = (P;;)ijer ¢ chamada de matriz estocastica (ou matriz de transigao) se satisfaz:

i. P €[0,1], para todo i,j € I;

ii. Y P =1, paratodoi € I.
jel
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Entao, P é chamada também de matriz de transicao.

Exemplo 3.17. Suponha que o tempo possa estar em 3 estados:

i. Ensolarado (S);
ii. Nublado (N);

iii. Chuvoso (C).
A evolucgao do clima segue a seguinte matriz estocastica ou matriz de transicao:

0,8 0,15 0,05
P=10,2 06 0,2
0,4 0,25 0,35

Cada linha da matriz representa um estado atual e cada coluna representa um
estado futuro. Repare que a soma das entradas das linhas é igual a 1, é o que a propriedade
11 da definicao 22 esté dizendo. Por exemplo, para saber qual a probabilidade do tempo
ficar nublado dado que esta ensolarado, denotado por P(X; = N|X, = S), basta buscar

pelo 7 e 7 da matriz que corresponde a esses estados, entao:

P(X, = N|Xo = S) =0, 15.

Para ficar mais didatico, observe a matriz a seguir:

Pss Psn  Psc
P=|Pys Pyn Pnc

Pcs Pon FPeco

Entao, para encontrar a probabilidade do tempo ficar nublado dado que esta ensolarado,

basta buscar a entrada da matriz que representa P(X; = N|X, = S) = Psy =0, 15.

Cada linha da matriz estocastica é chamado de vetor de probabilidade e a soma
das suas entradas sempre é igual a 1. A matriz estocastica é de grande importancia para
as cadeias de Markov pois, por meio delas, é possivel analisar a transicao de um estado
para o outro. Um fato interessante é que as entradas da matriz estocéastica representam as
probabilidades de transicao de um estado para o outro. Essa matriz é chamada de matriz

de transicao P.
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4 Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov é um processo estocastico que é conhecido pela sua propri-
edade fundamental, propriedade de Markov, que nos diz que o estado seguinte s6 precisa
do estado anterior e nao das condigoes iniciais. Em outras palavras, o que caracteriza uma

cadeia de Markov é a perda de memoria.

4.1 Cadeias de Markov

Definigao 23 (Cadeias de Markov). Seja a tripla (£2, F,P) um espago de probabilidade.
Uma sequéncia de variaveis aleatorias (Xo, X, Xo,...) é uma cadeia de Markov com o

espaco de estados (2 e matriz de transicao P se, Vx,y € ,t > 1, e todos os eventos

t—1
Hy, 1 = N {X, =z} satisfazendo P(H;_1 N {X; = x}) > 0, temos:
s=0

P(Xt+1 =y ’ Htfl M {Xt = 'T}) - IP)(‘szH»l =Y | Xt = SL’)

Isto é, os estados anteriores nao importam, s o estado presente, o que é conhecido

como propriedade de Markov.

Imagine uma particula se movendo no espago. Esse movimento é um fenémeno de
origem probabilistica, chamado de passeio aleatério. Um passeio aleatério ¢ um exemplo

de uma cadeia de Markov e sera muito bem explorado no exemplo 4.4.

Exemplo 4.1 (Exemplo do sapo e das duas vitérias-régias). Considere um sistema com-
posto por um sapo e duas vitorias-régias, denotadas pelos estados Leste (1) e Oeste (0),
que compoem o espago de estados finito 2 = {1, 0} e (X, X3, ...) a sequéncia de vitorias-
régias que o sapo utiliza ao longo da semana. A dindmica de transi¢ao do sistema ¢é regida
por um mecanismo probabilistico, muito parecido com o lancamento de moedas. A cada

passo de tempo discreto n, a evolugao do sistema ocorre sob as seguintes condigoes:
A partir do estado e:

A probabilidade do sapo saltar para o estado w no tempo n + 1 é p, enquanto a

probabilidade de permanecer em e é 1 — p.
A partir do estado w:

A probabilidade de transicao para o estado e é ¢, e a de permanéncia no estado w é
1—g¢q. Sendo X, a variavel aleatoria que indica a posicao do sapo no tempo n, observamos
que a probabilidade de X,,.; depende exclusivamente do valor de X,,, satisfazendo a

propriedade de Markov.
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Figura 9 — Diagrama das vitorias-régias

)@

p

Oeste Leste

Fonte: Proprio autor (2025).

Essas probabilidades podem ser organizadas na matriz de transicao estocéastica P:

p— P1,1 Pl,o _ 1—p p
Po,l Po,o q 1_C] ’

onde cada entrada P; representa P(X,13 = j | X,, = 1), com i,j € {e,w}. Note que
a soma de cada linha da matriz é unitaria, uma caracteristica fundamental de matrizes

estocésticas.

Suponha que na segunda-feira, estando na vitéria-régia leste, o sapo jogue a moeda
para decidir se muda de vitéria-régia ou nao. Com probabilidade p ele vai para o oeste e

com probabilidade 1 — p continua no leste. Temos que:
]P)(X1:O|X0:1):p € P(X1:1|X0:l):1—p
O que pode acontecer na terca-feira? Ao considerar as duas possibilidades de X7, obtemos:

PXo=1|Xo=1)=(1~-p)-(1-p)+p-q

P(X;=0|Xo=1)=(1~p)-p+p-(1-q).

Isso pode continuar indefinidamente, mas podemos escrever a distribui¢ao como um vetor:
= (P(X; =1] Xy =0),P(X; =0 | Xy =1)).

Podemos pensar o seguinte. Digamos que o sapo no domingo esté na vitéria-régia

do leste. Essa hipotese pode ser escrita como:

Ho = (170)'

Entao, a posicao do sapo na segunda-feira é dada por:

1—
1 = o - P, sendo P = L .
¢ 1-—q
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Com essa multiplicacao, é possivel encontrar a distribuicao para o passo pu; seguinte.
Entao,
[Lt:/,bt_l'P,th 1.

Finalmente, para qualquer distribuigao pg, obtemos:

e = po - PVt > 0.

Um objetivo central no estudo das Cadeias de Markov é determinar o comporta-
mento do sistema apo6s um longo periodo de tempo. Buscamos um vetor de probabilidade

7w = (71, m2) que seja invariante pelo sistema, ou seja, que satisfaga a equagao de equilibrio:
TP =T.
Para este modelo de dois estados, o sistema de equacoes lineares resultante

(m1(1 = p) + moqg = e mp+ m(l — q) = m2),

sob a condicao de normalizagao m; + mo = 1, fornece a seguinte distribuicao estacionéria:

q p

m=—"T"y T2= .
P+q Ptq

Uma abordagem mais detalhada deste exemplo é encontrada em Levin e Peres
(2017), ou no relatorio de iniciagao cientifica de Cardoso (2020). Este resultado demons-
tra que, no longo prazo, a propor¢ao de tempo que o agente passa em cada estado é
inversamente proporcional a probabilidade de saida daquele estado. Este exemplo simples

serve como base para a analise de cadeias mais complexas.

Exemplo 4.2 (Passeio aleatorio simples). Sejam X, X, ... variaveis aleatorias indepen-

dentes e identicamente distribuidas (i.i.d), tais que:

P(X;=1)=1
O passeio aleatorio simples em Z é definido como:
S, = ZXk,n >1, com Sp=0.
k=1

Fixando os valores X; =1, X5 = 1, X3 = —1, obtemos os seguintes valores para o

passeio, representados na Figura 10:

2 3
51:X1:1, S2:ZXk:1+1:2; SgZZszl—i-l—l:l
k=1 k=1

J
O passeio aleatorio simples {S;};>0, definido por S; = > X;, onde {X;}ien sdo
i=1

v.a. 1.i.d. com valores em {—1, 41}, é uma cadeia de Markov.
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Figura 10 — Passeio aleatorio simples

3.0

2.5 A

-0.5

Fonte: Proprio autor (2025).
Demonstragao. Para demonstrar que {S;,7 > 0} é uma cadeia de Markov, devemos veri-
ficar se:
P(Sj+1 = Sj+1 ’ Sj = Sj, Sj,1 = 8]',1, Cey SO = 80> = P(Sj+1 = Sj+1 ’ Sj = 8]’).
Considerando a defini¢ao do processo, podemos escrever S;;1 = S; + Xj41. Subs-
tituindo na probabilidade condicional do lado esquerdo:

P(SJ + XjJrl = strl | Sj = Sj,Sj,1 = ijl, ey SO = 80).

Dado que o evento condicionado estabelece que S; = s;, a expressao torna-se:
P(Xj+1 = Sj+1 — S5 | Sj = S5j, Sj—l = Sj—1,---, S(] == 80).
Como Xj;; ¢ independente de X, Xs,..., X, ele é consequentemente indepen-

dente de S, S1,...,S; (pois estes sao fungoes de X; para i < j). Assim, a probabilidade

condicional simplifica-se para a probabilidade marginal:

P(Xjr1 = sj41 = 55).

Por outro lado, calculando o termo da direita da propriedade de Markov:
P(Sj41 = sj41 | 55 = 55) = P(Sj + Xja = sj1 | 55 = 55) = P(Xj41 = 5541 — 55).

Como ambos os lados resultam em P(X;4; = sj41 — ;), a igualdade ¢é satisfeita e

o processo é, por definicao, uma cadeia de Markov. O
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Portanto, é possivel observar que o passeio aleatorio é uma cadeia de Markov, pois

é um processo estocastico e preserva a propriedade de Markov: a perda de memoria.

Exemplo 4.3 (Passeios aleatorios em duas dimensoes). Sejam X7, X, ... vetores aleato-

rios independentes e identicamente distribuidos (i.i.d), para todo ¢ € N:

P(X; = (1,0)) = §
P(X; = (-1,0)) = ;
P(X; = (0,1)) = ;
P(X; =(0,-1) =1

Em palavras, cada X; ¢ um par ordenado (x,y), com (z,y) € Z2. Entao, o passeio

aleatorio em duas dimensoes é o passeio aleatorio no plano, definido como:

S’rz = ZX“ com SO = (0,0)
i=1

Fixando X; = (1,0), Xy = (1,1), X3 = (1,0), Xy = (1,1) e X5 = (—1, 1), obtemos

o grafico 11 a seguir:

Figura 11 — Passeio aleatorio em duas dimensoes

Inicio (0,0,0)
Fim (3,3,5)

Sn (Nimero de Passos)

Fonte: Proprio autor (2025).
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Os passeios aleatérios constituem um modelo eficaz para descrever o movimento

de particulas ao longo do tempo, com aplica¢oes relevantes na fisica.

4.2 A ruina do jogador

Exemplo 4.4. Considere um jogador apostando baseado no resultado de uma sequéncia
de langamentos independentes de uma moeda justa. Se o resultado do langamento for
cara, ele ganha um real; se for coroa, ele perde um real. Se ele conseguir N reais ou ficar

sem dinheiro, ele para de jogar.

A situagao do apostador pode ser modelada por um passeio aleatério num caminho
de vértices {0, 1,2, ..., N}. Em todos esses vértices, o passeio é igualmente provavel de subir

ou descer uma unidade (moeda justa: p = ¢ = 1/2), como no diagrama abaixo.

Figura 12 — Diagrama da ruina do jogador

COQQ ©©®>

Fonte: Timpanaro (2021).

Nesse exemplo, o processo possui dois estados absorventes: o estado 0, no qual o
jogador nao pode mais apostar, e o estado N, que representa o término do jogo ao se
atingir o capital méaximo. Os estados intermediarios, de 1 a N — 1, sao transientes, pois
o jogador pode transitar entre eles livremente. O diagrama de estados correspondente é

mostrado na Figura 13.

Figura 13 — Diagrama de classes do problema da ruina do jogador

Estado Estado
absorvente absorvente
QO W . @
Recorrente Transiente Recorrente

Fonte: Timpanaro (2021).
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A partir disso, surgem duas questoes: Quanto tempo ird demorar para o aposta-
dor alcangar um dos seus dois destinos? Quais sao as suas probabilidades? As respostas

encontram-se no seguinte enunciado:

Proposicao 4.2.1. Suponha que um jogador que faz apostas justas em lancamentos de
moedas, abandonara o jogo quando sua fortuna cair para 0 ou subir para N. Sejam X, a
fortuna do apostador no tempo ¢ e 7 0 tempo necessério para alcancar o estado 0 ou V.

Suponha que Xy = j, onde 0 < j < N. Entao

P(X, = N|Xo=j) =P;(X, = N) = %

Demonstracao. Sejam j, 0 < j < N, a fortuna inicial do jogador e 7 0 tempo necessario

para alcancar o estado 0 ou NV, ou seja:

7:=min{t >0: X, =N ou X,=0}.

Além disso, seja p; a probabilidade do apostador alcancar a fortuna N antes de

falir, dado que ele comegou com j reais, j € {0,1,..., N}. Claramente, py = 0 e py = 1,
enquanto que:

pj =P(X; = N[ Xo =) (1)

Condicionando (1) as possibilidades de X; e usando o teorema da Probabilidade
Total 2.2, obtemos:
pi=P(X;=N|Xo=5,X1=7-1)-P(Xy =j—1]| Xo =)
+PX,=N|Xo=45X1=7+1)-PX;=7+1|Xo=17).
Sejamp:=P(X;=j+1|Xo=j)eq:=P(X;=7—1| Xy = 7). Como ji temos nosso
estado atual atualizado para X; = 7 — 1, nao precisamos da informagao X, = j anterior;
logo, podemos descartar essa informagao na equagao (propriedade de Markov), restando

apenas:
PX,=N|X1=j-1)-P(X1=j-1[Xo=j)=pj1-¢

Da mesma forma, para X; = j + 1:
PXr =N |Xi=7+1) -P(X1=7j+1,Xo=7) =pjs1 D
E, assim, obtemos:

P; =Pj—1-q+pj+1-p, paratodoje{l,...,N—1}
po =10 (2)

pn =L
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Agora, veja que p; pode ser escrito como p - p; + ¢ - p;, sendo p + ¢ = 1. Logo, podemos
reescrever p; = p-pjr1 +q-pPj—1 COMO P -p;+q-Pj =P Pjr1+q-Pj-1- Organizando,

obtemos:

PPjs1—DP P =q-Pj —q Pj—1 = p(Pj+1 —pj) = q(j — Pj-1)

Q

= PDj+1 —DPj = _(pj - pj71>

i

q
= Aj+1 - 5AJ

Obtemos, portanto, um sistema de recorréncia. Para j = 1, temos:

Ay =2,
p
Para j = 2:
Ay = In,
p

Usando que Ay = %Al:

e assim por diante. Logo, por indugao, obtemos que:
q n
Apiq = (—) A, para todon € N.
p

Agora, como pg =0 e py = 1, temos:

Ay =p1 —po=p1 = A
Ay =py—p1 = p2=A1+ As.
As=ps—pr=>p3s=p2+A3=>=p3 =401+ Ay + As.
Logo,

J
pj = ZAk para todo 5 € N.
k=1

Por fim, ao substituir A na soma, temos:

P26

J
k=1

Como A; é uma constante em relacao ao indice k£, podemos colocé-lo para fora do

J q k—1
=3 (5)

k=1

somatorio:
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Para facilitar a visualizagdo da progressao geométrica (PG), podemos fazer uma

mudancga de indice. Seja m = k — 1: quando K = 1, m = 0; quando k = j, m = j — 1.

j-1 m
=3 (5)

m=0

Assim:

que é uma série geométrica de razao r = %. A férmula para a soma de uma PG finita com

n termos é dada por:
1—7"

1—r
Em nosso problema, temos j termos, que vai de 0 até j — 1. Portanto:

m=0

Sn:Al'

substituindo a soma da PG de volta na equagao de p;, concluimos que:

A 2B 3
pj = A1 1_—(g)' (3)
p
Usando a condicao de contorno py = 1:
e 1-e
PN =1=140 = A1 =
=3 =@
substituindo em (3), obtemos:
1- (@
SEREIOL
p

Seja x 1= %, tomando o limite z — 1 (considerando a moeda honesta) e aplicando

L "Hospital, obtemos finalmente

i 1—al o J
e 1—zN N

- (2)
)= 1_<Q>N sep#q#1/2, n

p

Ou seja:

% sep=gq=1/2,

com p+ q = 1. E, assim, obtemos a probabilidade de chegar a N saindo de um j, antes
de falir.

Agora veremos quanto tempo demora para isso acontecer. O tempo de chegada é

definido como:
T=min{t>0: X;, =N ou X;=0}
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E o seu valor esperado:
E; =E[X, =N | X, =j]

Novamente, condicionando nas possibilidades para X; e utilizando a propriedade de Mar-

kov, obtemos:

EX,=N|Xy=j+1]=FE;;1+1 com probabilidade p
E[X,=N|X,=j—1]=E;_; +1 com probabilidade ¢ .

Por qué? Quando o primeiro passo aumenta a fortuna do apostador (com probabilidade
p de avangar), entdo a esperanga condicional para 7 é 1 (para o passo inicial), mais o
tempo esperado (esperanca) adicional. A esperanca adicional esperada é Ejy, porque
agora o apostador encontra-se no estado 5 + 1. Raciocinio equivalente para quando a
fortuna diminui.

Agora precisamos avaliar as condi¢gdes de contorno. A esperanca de chegar em zero ou N
dado que ele ja esta em zero serd Fy = Fy = 0. A solugao sera obtida de forma semelhante

ao caso da probabilidade. Temos que:
Eij=p-(Ejn+1)+q- (Eja+1)=Ei=p-Ejn+q Ej,+1

Agora precisamos resolver a relacao de recorréncia. Seja A; = E; —E;_;, 1 <j < N—1.

Temos que, para p = q = 1/2:

Ei B B Eia
A W’ 1=
2 * 2 2 * 2 *
. A
J j+1
=t = 1=
2 2 +
A]+1:Aj_2

Podemos avaliar agora os valores para 7 = 1,2, 3, ... entao: Para j = 1. Temos:
AQ - Al - 2
Para j = 2:
A3:A2—2:>A3:A1—2—2:A1—4.

Para j = 3:
A4:A3—2:>A4:A1—4—2:A1—6.

E assim sucessivamente. Portanto, A;; = A; —2j. Novamente, substituindo as condigoes
de contorno, obtemos:
A1:E1—E0:>E1:A1

AQZEQ—E1:>E2:E1+A2:A1+A2

A3 =FE3—FEy = F3=Fy+ A3 =A1 + Ay + Aj
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Logo,
J j—1
Ej=) Ap= ZA1 2k —2)=j -0 —2- Zk
k=1

Essa é a soma dos termos de uma PA. Entao:

j—1

JA =2 k= E=j- A —j(—1)

k=0

para a condigao F,, = (0 temos:
0=Ey=N-A —N(N-1)=
N-Af—NN-1)=0=
N(N -1
Al = % = Al =N-1
substituindo Ay em E; = j - Ay —j(j — 1) temos
Ei=j-(N-1)—j(j—-1)=
E;j=j-N—j—j+j=j-N—j
logo
E;=j(N —j)

e essa equagao representa o tempo esperado para sair de j até N. O

Exemplo 4.5. Qual a probabilidade do jogador chegar em N = 20, saindo de uma posicao

inicial j = 47

b=+

7O N

LR
pr=g5=z=0,

Ou seja, ps = 20%.

Exemplo 4.6. Qual o tempo esperado para sair do estado j = 4 para o estado N = 207

Temos que:

para j = 4, obtemos Fy =4 - (20 — 4) = 64.
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5 Conclusoes e Perspectivas

O trabalho se propos a investigar e apresentar as bases da probabilidade até ter
material suficiente para apresentar as cadeias de Markov, culminando no problema da
ruina do jogador. Um outro objetivo foi desenvolver um material utilizando uma linguagem
acessivel, sem perder o rigor matemaético, para que o futuro estudante de probabilidade
tenha acesso a um material de qualidade. Dados esses objetivos, é possivel observar pela

estrutura logica e rigor apresentados que o trabalho concluiu com sucesso esses objetivos.

As limitacoes do trabalho estao no fato de nao ter entrado mais a fundo na teoria da
medida, pois até o momento da publicagao do mesmo, o autor nao cursou essa componente

curricular.

Uma possivel expansao deste trabalho seria unir as teorias de passeios aleatoérios
com mecanica quantica e investigar os passeios aleatoérios quanticos, que também ¢é possivel

modelar utilizando cadeias de Markov.

Esta investigacao ¢é justificada pelo fato da tecnologia de computacao cientifica
estar caminhando para os computadores quanticos, pois os mesmos conseguem simular
problemas da fisica, da quimica, da medicina, da farmacologia entre outras areas impor-

tantes para a manutencao da vida humana.

Os computadores quanticos conseguem simular, por exemplo, as interagoes de um
novo farmaco com moléculas biolégicas de forma mais eficiente e em um tempo hébil,
coisa que os computadores cléssicos demorariam muitas vezes a idade do universo para

concluir as simulagoes.
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