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APLICACOES DAS EQUACOES DIFERENCIAIS NA MATEMATICA FINANCEIRA

Resumo

Este trabalho consiste numa revisao de literatura que tem como objetivo apresentar apli-
cacgoes das Equacgoes Diferenciais Ordindrias em Matemaéatica Financeira. Esta revisao
considera o periodo especifico dos tultimos sete anos. Foram analisados artigos cienti-
ficos publicados em base de dados como Catalogo de Teses e Dissertacoes da Capes,
Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacoes e o Google Académico, utilizando
as palavras-chave (aplica¢oes, EDO, Matematica Financeira) ou a frase (aplicagoes das
EDOS na Matemética Financeira). Dentre as aplicagoes encontradas, presentes nos ma-
teriais, destacam-se a Capitalizacdo de juros com Depositos Unicos e com Depositos Con-
tinuos, Caderneta de Poupanca e Previdéncia Privada. Os resultados indicam que estes
achados sao os que estao mais presentes no mercado financeiro. Devido a especificidade

do periodo investigado, localizou-se pouco material referente ao assunto.

Palavras-chave: Matematica Financeira. EDO. Capitalizacao.



APPLICATIONS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS IN FINANCIAL
MATHEMATICS

Abstract

This study is a literature review aimed at presenting the applications of Ordinary Diffe-
rential Equations (ODEs) in Financial Mathematics. This review is specifically focused on
the literature of the past seven years. The analysis included scientific articles published in
databases such as the CAPES Catalog of Theses and Dissertations, the Brazilian Digital
Library of Theses and Dissertations, and Google Scholar, using the keywords ’applicati-
ons,” ’ODE,” 'Financial Mathematics,” or the phrase 'applications of ODEs in Financial
Mathematics.” Among the applications found in the selected materials, the most promi-
nent are the capitalization of interest with single and continuous deposits, savings ac-
counts, and private pension plans. The results indicate that these are the most prevalent
applications within the financial market literature. Due to the specific period investigated,

a limited body of relevant material on the subject was located.

Keywords: Financial Mathematics. ODE. Capitalization.
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1 Introducao

Esta pesquisa consiste em um levantamento bibliografico de trabalhos académicos
que utilizam Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) para a modelagem de problemas

do cotidiano financeiro.

As Equagoes Diferenciais constituem um ramo da Matemaética que tem proximi-
dade e interacoes com outras ciéncias. Sua origem facilmente se confunde com a do Calculo
Diferencial e Integral e da Mecanica Classica, pois uma grande motivagao inicial para o
estudo das Equacoes Diferenciais veio da Mecéanica, conforme apontado por Bassanezi
(1988). Podem-se citar alguns exemplos como o movimento dos planetas, a catenéria e o

estudo da oscilagao do péndulo, conforme o mesmo autor.

Esses contetudos foram estudados por J. Kepler (1571-1630), Leonardo da Vinci
(1452-1519), G. Galileo (1564-1642) e C. Huygens (1629-1695). No final do século XVII,
com o aparecimento do Calculo como obra de Isaac Newton (1642-1727) e G.W. Leibnitz
(1646-1716), varios problemas mecéanicos puderam ser modelados matematicamente na

forma de Equacgoes Diferencias e também aqueles relacionados & Quimica.

Ao modelar um fenémeno ou experimento, obtemos equacoes que envolvem vari-
acoes de quantidades presentes e consideradas essenciais. E ainda as leis que regem tal
fenomeno sao traduzidas por equagoes de variagoes. Com isso, quando essas variagoes
sao instantaneas, o fendmeno se desenvolve continuamente e as equagoes matematicas sao

denominadas Equagoes Diferenciais, conforme elencado por Bassanezi (1988).

Além disso, o fato de que as Equacoes Diferenciais permeiam as demais ciéncias
foi o estopim para a ideia da realizacao dessa pesquisa, visto que foi possivel visualizar
as aplicacoes das Equacoes Diferenciais para a resolucao de problemas relacionados &
Matematica Financeira. Compreender que as Equagoes tratavam dessas variagoes den-
tro do contexto monetéario despertou-me o interesse de trabalhar com a tematica nesta

monografia.

Sendo assim, o objetivo deste trabalho consistiu em mapear o cendrio da modela-
gem das Equagoes Diferenciais no contexto da Matematica Financeira, a partir de uma

revisao bibliografica.

A ideia para a construcao desta pesquisa veio durante a disciplina de Introducao
as Equagoes Diferenciais Ordinarias, em que se solicitou como instrumento avaliativo a
construcao de um pequeno artigo contendo aplicacoes das Equagoes Diferenciais. Durante
o levantamento de dados, foi notado que era possivel aplicar as Equacoes Diferenciais

envolvendo questoes da Matematica Financeira.
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A metodologia adotada para esse trabalho é uma revisao de literatura, através da
pesquisa bibliogréfica, que se destaca por: "Existem porém pesquisas cientificas que se
baseiam unicamente na pesquisa bibliografica, procurando referéncias tedricas publicadas
com o objetivo de recolher informagoes ou conhecimentos prévios sobre o problema a

respeito do qual se procura a resposta."(Fonseca, (2002), p. 32).

O trabalho estd dividido em seis capitulos, dos quais o Capitulo 1 tem carater
introdutoério, elencando as motivagoes da construcao da monografia e um breve resumo
sobre os capitulos. O Capitulo 2 aborda a metodologia aplicada para a elaboracao do
trabalho e os locais selecionados como base para a Revisao de Literatura. O Capitulo
3 apresenta um breve historico acerca da Matematica Financeira e suas féormulas. No
Capitulo 4, sao apresentados topicos sobre a parte historica das Equagoes Diferenciais e
suas defini¢oes. O Capitulo 5 aborda o Levantamento Bibliogréfico, citando os autores
selecionados para a elaboracao da monografia. E por fim, o Capitulo 6 que apresenta a

conclusado do trabalho.

Durante a coleta de material base para a construgao do trabalho, foi possivel
observar que ha muitos trabalhos voltados para as areas da Fisica e Quimica, e uma
pequena quantidade que envolva de forma especifica apenas as aplicagoes das Equagooes
Diferenciais no campo da Matemética Financeira. Ainda no processo de coleta de material,
o que ja foi publicado possufa apenas um pequeno fragmento das aplicagoes das Equacoes
Diferenciais no campo da Matematica Financeira. Dessa maneira nota-se que é de suma
importancia realizar um trabalho que liste os diversos tipos de aplicagoes de EDOs e o

estudo mais detalhado dessas equagoes.

Com o proposito de atingir os objetivos delineados e mapear de maneira sistema-
tica o cenério de trabalhos que aplicam as Equagoes Diferenciais Ordinarias no ambito
da Matemaética Financeira, foi fundamental estabelecer um método de pesquisa claro e
rigoroso. A defini¢ao de critérios especificos para a busca e sele¢cao de materiais é essencial
para garantir a relevancia e a atualidade do levantamento bibliografico. Sendo assim, o
capitulo a seguir detalhara os procedimentos metodologicos adotados, incluindo as bases
de dados consultadas, as palavras-chave utilizadas e o periodo temporal delimitado para

a coleta das publicacoes que constituem o corpo de anélise deste estudo.



2 Metodologia do Trabalho

A metodologia utilizada neste trabalho é a revisao de literatura de um tipo predo-
minantemente narrativo. De acordo com Sampaio (2007), a revisao de literatura narrativa
¢é basicamente uma analise da literatura publicada em livros, artigos de revista impressas

e/ou eletronicas que possibilita uma interpretagao e analise critica pessoal do autor.

Neste capitulo, mostro como foi realizada a coleta dos dados para a revisao de
literatura, de forma a elencar os passos da filtragem e listagem dos materiais selecionados,

sobre o uso de Equacoes Diferenciais Ordinarias aplicadas na Matematica Financeira.

O processo de busca se inicia com pesquisas nos sites de instituicoes de ensino e
de pesquisa na area da Matemaética, disponibilizados em plataformas digitais. Dentre as
plataformas, é possivel elencar o Catalogo de Teses e Dissertacoes da Capes, a Biblioteca
Digital Brasileira de Teses e Dissertagoes e o Google Académico. O foco deste trabalho
é a utilizacao de EDOs na modelacao de situagoes cotidianas da Matemaética Financeira,
voltadas as aplicagoes financeiras. Com base nesses filtros, foram localizados e selecionados

os materiais que abordam o tépico desejado.

Com relacao as estratégias utilizadas para a realizagao da busca, sao as seguintes,

de acordo com Sampaio (2007):

a) Tipo de trabalho: monografias que possuam como palavras-chave (aplicagoes,
EDO, Matematica Financeira) ou frases que contenham (aplicagoes das EDOS na Mate-

maética Financeira), que seja no assunto dos materiais coletados.

b) Periodo determinado: 2019-2024, objetivando os estudos mais recentes acerca

do tema.

c¢) Operador logico: "E", para que as buscas dos materiais possam abranger as

palavras-chave solicitadas.

Os materiais encontrados sao expostos no Capitulo 5, no qual, alguns resultados
matemaéticos sao detalhados com a finalidade de uma melhor compreensao. Na tabela

abaixo, estao os materiais selecionados para a construgao do trabalho.
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Silva (2019)

Barbosa (2022)

Meneses (2022)

de Primeira Or-
dem: aplicacoes

na Economia

Matemética Fi-
nanceira: Do Es-
tudo

a Aplicagoes

Algébrico

com Equacoes
Diferenciais

Ordinarias

Capitalizacao a
Juros  Compos-
tos através da
Matematica Fi-
nanceira e da

E.D.O de 1° Or-

dem

Equagoes Di-
ferenciais e
Algumas Aplica-

coes

Material
Autor (Ano) Titulo Instituigao
Freitas (2019) Equacoes Dife- | Universidade
renciais Ordi- | Federal do Rio
narias Lineares | Grande

Universidade Fe-
deral do ABC

Universidade Fe-

deral do Para

Universidade Fe-

deral do Ceara

Tabela 1. Fonte: Autoria Propria.




3 Matematica Financeira

De acordo com Puccini (2011) e Neto (2009), a Matematica Financeira ¢ um corpo
de conhecimento que estuda a mudanca de valor do dinheiro com o decurso de tempo. Para
isso, esta possui modelos que permitem avaliar e comparar o valor do dinheiro em diversos
pontos do tempo. Conforme Schneider (2010), a Mateméatica Financeira possui ligagdo ao
conceito e significado de comércio. Desde as civilizagoes primitivas, com a comunicacao dos
grupos humanos, comegaram as trocas de mercadorias a partir das quantidades excedentes
que cada um possuia, sem se preocupar com o valor delas. Apds esse periodo, surgiu
a necessidade de criar um sistema mais estavel de avaliacao de equivaléncia entre as
mercadorias, e surgiram as unidades chamadas de moeda-mercadoria ou padroes fixos.
Como exemplo, temos o sal no Império Romano (séc. I ao séc. V), de onde surgiu o termo
salario. Conforme passava o tempo, os povos comecaram a notar a necessidade de usar

moedas como forma de realizar trocas comerciais.

Segundo Gongalves (2005), na antiga Roma os cambistas exigiam de 50% a 100%
de juro, e na Idade Média entre 100% e 200% de juro. Além disso, os cambistas exerciam a
sua profissao sentados num banco de madeira, em algum lugar do mercado local, fazendo

o cambio de dinheiro e dando origem as palavras "banqueiro"e "banco".

Por volta do século XVII, é possivel citar uma importante atividade, a de mercador,
que utilizava o ouro e prata para relagoes comerciais. Ap6s um periodo, os comerciantes
comecgaram a acumular grandes quantidades de moedas estrangeiras, e que seria preciso
realizar uma atividade de troca ou cambio de dinheiro, dando origem aos cambistas. Isso
levou interesse de ganhar algum lucro em cima da quantia guardada, surgindo assim a
cobranga de uma soma adicional, que é conhecido como o juro. Assim, a partir de entao que
conseguimos observar o surgimento das ideais da Matematica Financeira. Na Matematica
Financeira temos algumas defini¢des primarias como: juros (j), montante (m), e capital

(¢) e outros discutidos a seguir.

De acordo com Puccini (2011), o capital é o valor inicial de uma operagao financeira
expresso em unidades monetarias. Esse valor pode ser dinheiro em espécie; valor de um
titulo de divida no inicio de um processo financeiro; e valor de ativos fisicos como prédios,
maquinas, veiculos e outros no inicio de um processo financeiro. Além disso, o capital
pode ser visto como um ativo que pode ser cedido por uma agente econémico, como um
banco, a outro mediante condigoes estabelecidas previamente. Um determinado capital,
quando aplicado a uma taxa perioédica de juro por determinado tempo, produz um valor
acumulado denominado de montante , ou seja, o montante é igual ao capital mais o valor

acumulado dos juros, isto é:
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m=c+].

Conforme Neto (2009), "Receber uma quantia hoje ou no futuro nao sao evidente-
mente a mesma coisa". Adiar uma entrada de caixa por um tempo envolve uma obrigagao,
que deve ser paga mediante uma recompensa, definida pelos juros. A taxa de juro é o co-
eficiente que determina o valor do juro, ou seja o capital vezes a taxa de juros resulta no
valor dos juros. Essa taxa se refere sempre a uma unidade de tempo (més, semestre, ano

etc). Assim o valor dos juros é calculado a partir da seguinte expressao:
j=c-1-n,

onde j representa o valor do juro simples expresso em unidades monetarias, ¢ o capital
como valor representativo de determinado momento, ¢ a taxa de juros, expressa em sua

forma unitaria e n o prazo.

Esta formula é bésica tanto para o célculo dos juros simples como dos outros

valores financeiros mediante deducgao algébrica:

De acordo com Neto (2009), os juros simples tém aplicagoes praticas limitadas,
pois sao raras as operagoes financeiras e comerciais que formam seus montantes usando
esse regime. Isso se deve ao fato de que essas operagoes de juros simples sao praticadas
no ambito do curto prazo. Ao invés disso, sao usados os juros compostos, que é adotado

por todo o mercado financeiro e de capitais.

O regime de juros compostos leva em conta que os juros formados em cada periodo
sao acrescentados ao capital formando o montante do periodo, a partir desse montante
passara a render juros no periodo seguinte formando um novo montante, e assim su-
cessivamente. Os juros compostos sao capitalizados, isto é, produzindo juros sobre juros

periodicamente, conforme o seguinte desenvolvimento:

my=c+c-i=c(l+1)
my=my+my-i=mi(1+17)=c(l+4)(1+1i)=c(l+1)?
ms =my +msg-i=c(l+1i)*(1+1i) =c(l+1i)3

Com m;, o primeiro montante, o my 0 montante anterior apos a capitalizacao, e mg

representando o montante anterior a partir das aplicagoes do juros compostos.

Generalizando temos:

m, =c(l+14)"
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Ou seja:

m:c(1+i)”:>c=ﬁ (1)

Para encontrarmos o 7 temos:

c(I4+i)"= /ZT=A+i= YT -1=i=i= /T -1

Para encontrarmos o n temos:

log(*7")

= C(l —+ Z)n = lOg(l + Z)n = ZOQ(%) =n= log(1+4i)

De acordo com Puccini (2011), para determinar a taxa mensal, quando temos a

taxa anual é dada por:
= ¥/ W7 =1=(1+r)% ~1 (2)

Além disso, Puccini (2011), destaca a taxa equivalente. Se a taxa de juro relativa-
mente a um determinado periodo de tempo ¢ igual a 7, a taxa de juro relativamente a n

periodo de tempo I tal que:
I+1=(1+4)"

Neto (2009) cita que os critérios de capitaliza¢do de juros demonstram como os
juros sao formados e sucessivamente incorporados ao capital no decorrer do tempo. O
regime de capitalizacao simples comporta-se como uma progressao aritmética, crescendo
os juros de forma linear conforme o tempo passa. Por outro lado, o regime de capitali-
zagao composta incorpora ao capital os juros referentes a cada periodo, mas também os
juros sobre os juros acumulados até o momento anterior. Com um comportamento que se
assemelha a uma progressao geométrica, sendo que os juros incidem sempre sobre o saldo

no inicio do periodo correspondente.

O processo de capitalizar é a incorporagao dos juros ao capital aplicado. Um exem-
plo seria um empréstimo de R$ 1.000,00 pelo prazo de 5 anos, pagando-se juros simples
a razao de 10% ao ano, totalizando R$ 1.500,00 ao final do quinto ano. E pelo regime da
capitalizacao composta, seguindo o exemplo anterior o saldo final sera de R$ 1.610.51.
Por outro lado, o desconto é uma operagao que é inversa da capitalizacao. De acordo com
Neto (2009), as operagoes de desconto podem ser feitas sob o regime de juros simples ou

juros compostos.

Conforme é possivel observar, dentro do contexto da Matemaética Financeira, temos

varias formas de pensar em aplicagoes envolvendo os juros simples e os juros compostos,
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o que nos leva a questionar se é possivel pensar nessas aplicacoes no ambito das Equacoes
Diferenciais. Para Zill (2016), as Equagoes Diferenciais permitem através de modelos
matemaéticos explicar fendmenos, experimentos ou teorias dentro do mundo real. Abaixo
no proéoximo capitulo, iremos explanar acerca das Equagoes Diferenciais, com um breve

historico e as suas definigoes.



4 Equacoes Diferenciais

Os estudos das Equagoes Diferenciais comegaram com Isaac Newton (1643-1727)
e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), durante o século XVII. Porém, Newton atuou
pouco na area das Equacoes Diferenciais propriamente ditas, o desenvolvimento maior
foi por conta do Calculo Diferencial e Integral e da elucidacao dos principios basicos da
Mecéanica. O Calculo Diferencial e Integral foi base essencial para a aplicacao das Equacoes

Diferenciais no século XVIII, em especial por Euler.

De acordo Boyce (2020), além de Newton, Leibniz também foi importante para a
area das Equagoes Diferenciais, ja que ele foi reponsavel pela notacao % para a derivada
e o sinal de integral. Também ¢ importante citar os irmaos Bernoulli, Jakob (1654-1705) e
Johann (1667-1748), eles resolveram muitos problemas em Mecanica, formulando-os como

Equagoes Diferenciais.

Conforme Bassanezi (1988), é frequente ao modelar um fendmeno ou experimento,
que obtenhamos as equagoes que envolvam as variagoes das quantidades presentes e con-
sideradas essenciais. Assim, as leis que regem tal fendémeno sao mostradas como equagoes
de variagoes. Se as variagoes sao instantaneas, o fenomeno se desenvolve continuamente,
e as equacoes sao denominadas de Equagoes Diferenciais. A seguir temos a definicao de

Equagao Diferencial.

De acordo com Yartey (2017), uma equagao que estabelece uma relagao entre a
variavel independente z, a funcdo incognita y = f(z) e suas derivadas v,y , ...,y™ se

chama de Equacao Diferencial. Pode ser escrita na forma:

F($7 y? y/7 y”? i y(n)) = 0
Sendo o y, a funcao da variavel x ; v’ é a derivada de y em relacao a x, e F' é a
expressao que envolve os termos x, y, v/, ... , y™.

De acordo com Zill (2016), toda fungao ¢, definida em um intervalo I que tem pelo
menos n derivadas continuas em I, que quando substituidas em uma Equacao Diferencial
Ordinaria de ordem n reduzem a equagao a uma identidade, chama-se uma solugao da

Equacao Diferencial no intervalo 1.

Ou seja, uma solu¢ao de uma Equagao Diferencial Ordinaria de ordem n é uma

funcao ¢ que tem pelo menos n derivadas e para a qual:

F(z,¢(z),¢'(x), ..., ¢"()) = 0,

para todo x em I. Dessa forma, dizemos que ¢ satifaz a equacao diferencial em 1.
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Como o método de separacao de varidveis, temos que ao analisar a funcao de duas
variaveis y' = F'(z,y), como caso inicial iremos considerar que a variavel x ndo aparece,
ou seja,

F(z,y)=ay+b (3)

onde a e b sao constantes dadas. Substituindo F(z,y) = ay + b em 3 = F(z,y) temos:
Yy =ay+b= 3 W — qy+b

Considerando a # 0 e y # —%, para garantir a condicao de existéncia da Equacao temos:

dﬁ:a(y—l—%)é@dy:adx

Integrando em ambos os lados, temos:
Inly + 2| =az+C,
sendo C' a constante de integracao. E entao temos que y—i—% = ec, ouainda, y = —%—i—ce‘”
é uma solugao da equagao (3).
Em seguida, iremos analisar equagoes em que aparecam fungoes no lugar de ae b,

ou seja,

F(z,y) = g(z) — h(z)y
onde g e h sao fungoes dependentes da variavel x, de modo que obtemos

L+ h@) () = gl), @

que representa a forma geral das Equagoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem. O mé-
todo de resolucao aqui descrito sera o do Fator Integrante. Pois o fator integrante depende
da fungao h(z) para ser definido e a solu¢do da equagao depende de g(z). Consequente-
mente, depende também das condigbes de integracao destas fungoes h(z) e g(x).Assim

utiliza-se uma funcao p de modo que:

Realizando a multiplicagao da EDO pelo fator integrante, e pela regra da produto

temos:

)y + p(r)'y = p(z)g(z)
L(u(x)-y) = p(x)g(x)
() -y = [ p(x)g(r)de
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ﬁ / w(2)g(x)de (5)

Iremos chamar p de Fator Integrante. Para encontrarmos o Fator Integrante, usaremos a

y:

Equagao pu(z) - h(z) = (u(z))’, onde o h é conhecida, assim,

Realizando a integragao em ambos os membros:
Inp(z) = [ h(z)dz+C
Logo,

p(z) = k- e MO (6)

onde k = e“. Com esse método é possivel encontrar a solucao de uma Equacao Diferencial

de 1° ordem.

As constantes de integracao direcionam as solucoes encontradas para um familia
de fungoes. A seguir temos a definicdo do Problema do Valor Inicial, onde a solucao
encontrada serd somente uma funcgao definida sobre as condi¢oes do problema. Assim,
sejam I C R um intervalo e F' : I Xx R x R = R uma funcao. Um Problema do Valor

Inicial, PVI, é uma Equagao Diferencial,
F(z,y(z),y () =0 (7)
sujeita a uma condicao inicial, dada por uma igualdade da forma:

y(o) = Yo, (8)

onde zy € I. A partir dessa condigao é encontrada o valor da constante de integragao da

fungao solugao da Equagao Diferencial (7).
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5 Concepcoes dos Autores sobre as Aplicacoes das
EDOs na Matematica

Com base nos capitulos anteriores que forneceram o embasamento tedrico sobre
Matematica Financeira e Equacoes Diferenciais, este capitulo apresenta os resultados
do levantamento bibliografico. Serao detalhadas as concepgoes e modelos propostos por
autores selecionados que aplicam Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs), para resolver
problemas no campo da Matematica Financeira. A analise se concentrara nos trabalhos de
pesquisadores como Silva (2019), Barbosa (2022) e Freitas (2019), explorando aplicagoes
especificas como a capitalizagao de juros com depodsitos tnicos e continuos, a caderneta

de poupanca e a previdéncia privada.

5.1 Analise 1: Silva (2019)

O primeiro material selecionado para o levantamento bibliografico consiste em uma
dissertacao de mestrado da Universidade Federal do ABC, do autor Silva (2019), com o
tema "Matematica Financeira: do Estudo Algébrico a Aplicagoes com Equagoes Diferen-
ciais Ordinarias". Nesse material, o autor busca tracar um esboco da Teoria de Funcoes,
Progressoes, Séries Uniformes, e Equagoes Diferenciais Ordinarias e a Matemética Finan-

ceira Elementar.

A estrutura da dissertacao foi dividida em cinco capitulos, sendo que o primeiro
capitulo faz um breve resumo sobre o contetido prévio para a Matemética Financeira.
O segundo capitulo aborda os topicos referentes a Mateméatica Financeira. O terceiro
capitulo possui os Sistemas de Amortizacao de Empréstimos e Financiamentos. O quarto
capitulo aborda sobre as Equagoes Diferenciais e as Aplicagoes das EDO na Matematica
Financeira. O quinto capitulo possui atividades voltadas para o Ensino Médio e utiliza o

software Geogebra e o Excel.

Na abordagem da EDO aplicada a Matematica Financeira, por Silva (2019), os
juros podem ser modelados a partir de dois casos. Primeiro caso: ao fazer uma aplicacao de
uma quantia sg em um banco em que a taxa de variagao do investimento % é proporcional

ao saldo em cada instante s(t), ou seja, existe um fator de proporcionalidade r € R tal
d
@
Assim, para encontrar s(t) resolve-se o Problema de Valor Inicial (PVI):

que = rs, e considerando que a aplica¢do no instante ¢ = 0 é sp, temos s(0) = s.
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Reescrevendo a EDO do (9) como:

% —rs =0, (10)

onde a mesma é uma EDO de 1° ordem, e é possivel resolvé-la utilizando o Método do Fator
Integrante, visto no capitulo 3. Sendo o Fator Integrante ju(t) = e/ "®% com h(z) = —r.
Temos: u(t) = e/ M@t = of —rdt — =1+C com €' = 0, temos que o Fator Integrante
wu(t) = e . Agora, iremos substituir o Fator Integrante em 5. Ao fazer a multiplicagao
da equagao (10) por u(t) = e ", temos:

—rtds
dt

—rt

e —e "rs=0.

Realizando a integragao em ambos os membros em relagao a ¢t temos:

[ 4(erts(t))dt = [0dt
e "s(t) =C
s(t) = Ce™,

que ¢ a solugao geral da EDO (9). Como s(0) = sy temos:
s5o0=Ce"" = s =C.

Logo, a solugao do PVI (9) é dada por:

s(t) = see™. (11)

Conforme Silva (2019), usando o Sistema (9), ¢ possivel encontrar o saldo em
funcao do tempo a partir de uma aplicagao inicial sg. Para alinhar melhor os resultados
obtidos na Equacao 11, faz-se necessario ajustar o fator de proporcionalidade r e a taxa
de juros ¢ da formula dos juros compostos, com n € N e r,7 € R. Reescrevendo a férmula

de juros composto descrita anteriormente na Equagao 1, com m = s(n) e sg = ¢, temos:
s(n) = so(142)" (12)

Realizando a substituicao de ¢ por n na solucao do Problema do Valor Inicial obtido em

(11) e usando a Equacgao (12) temos:

r

soem =so(l+i)" = e =(1+i)" = e = (1+i)n = ¢ = (1+1)
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Agora, aplicando o logaritmo natural em ambos os membros:

In(e") =In(l+1i) = r =In(1+1) (13)

Dessa forma, a Equagao (11) é mais precisa desde que a constante de proporciona-
lidade r e a taxa de juros i estejam relacionadas pela Equagao (13). Testamos o modelo

acima com o seguinte exemplo.

Suponha uma aplicacdo que renda 2% ao més. Vamos encontrar o saldo como

funcao do tempo, e o saldo apds 12 meses, sendo saldo inicial de R$500,00.

Podemos encontrar s(t) pelo Problema do Valor Inicial (PVI).
E —
dt
s(0) = 500
como r = In(1+1):

r=1In(1+0,02) = In(1,02) = 0,0198 ~ 0, 02,

temos entao que:

& —0,02s
dt (14)
5(0) = 500
Como na Equagao (11), a solugao é:
= 5(t) = sg",

que é a solugao geral da EDO. Como s(0) = 500, temos:
500 = s0%° = C = 500
Logo, a solugao do PVI (14) é dada por:
s(t) = 500e%0%.
Agora calculando o saldo em 12 meses, para t = 12, temos:

5(12) = 500e%0212 = 50004
= 5(12) = 635, 62
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Assim, o saldo apos os 12 meses é de R$635,62.

Foi possivel ver nesse problema resolvido que i e r foram iguais, isso sempre ocor-
rera para valores pequenos de 7, pois para que a EDO seja equivalente ao caso da capita-

lizacao, a taxa de proporcionalidade deve ser exatamente igual a taxa de juros nominal.

Comparando os valores obtidos no problema, é possivel ver que existe uma dife-
renga na casa das unidades, das dezenas e centenas. De acordo com Silva (2019), essa

diferenga se da pela forma de aplicagdo das Equagoes (15) e (16).

m=C-(1+1) (15)

s(t) = spe™ (16)

Na Equagao (15), a func@o que relaciona M e ¢t tem como dominio um conjunto discreto,
ou seja, o tempo é em meses ou partes dele. Porém na Equagao (16), o ¢ é continuo
em todo R. Na figura abaixo é possivel observar, graficamente, a diferenca do montante
gerado pelas Equagoes (15) e (16), para C' = 500 e t = 12, com varia¢ao na taxa de juros.
Essa diferenca é acentuada para taxas de juros maiores, ou seja, quanto maior a taxa de

juros, maior seréd a diferenga gerada pelos montantes das Equagoes (15) e (16).

Figura 1 — :Grafico gerados pelas fungoes das Equagoes (15) e (16), para C' =500 e t = 12,
com a variagao no montante em relacao a taxa de juros.
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Fonte: proprio autor.

No grafico da Figura 2, sdo expostas as funcoes geradas pelas Equagoes (15) e
(16), com o montante variando com o tempo para C' = 500 e i = 2%. E possivel ver
o aumento da diferenca dos valores do montante calculados pelas Equagoes (15) e (16),
entre os graficos, com o passar do tempo, ou seja, quanto maior o tempo maior serd a

diferenga entre os montantes.
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Figura 2 — :Gréfico gerado pelas fungoes das Equagoes (15) e (16) que relaciona o mon-
tante com o tempo (em meses) para C' = 500 e i = 2%.
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Fonte: proprio autor.

Com base nos graficos das Figuras 1 e 2, concluimos que, quanto maior a taxa
de juros e o periodo da aplicacao do investimento, maior serd a diferenga gerada pelos
montantes calculados pelas Equagoes (15) e (16). Objetivando reduzir a diferenga gerada,
Silva (2019) compara as duas Equagoes com a finalidade da obten¢do de uma relagao
entre a taxa de juros ¢ da Equagao (15) e o fator de proporcionalidade r na Equagao (16).

Assim, com sy = C' e s(t) = M temos:

Cl+i)f=Ce"=1+i=¢c =r=In(l+1i). (17)

A relagdo entre a taxa de juros i da Equagao (15), e o fator de proporcionalidade

r na Equagao (16), obtida pela Equagao (17) pode ser vista graficamente na Figura 3.
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Figura 3 — : grafico da funcao gerada pela Equagao (17), sendo no eixo horizontal a vari-
acao da taxa de juros i e no eixo vertical o fator de proporcionalidade.
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Fonte: proprio autor.

A partir da Figura 3, é possivel ver que no intervalo considerado para a taxa de
juros, de 0 a 50%, o valor de i e r sdo bem proximos, h4 um distanciamento maior para

valores mais proximos ¢ = 0, 5(50%).

Agora, refazendo a aplica¢ao anterior com 7 sendo calculado pela Equagao (17).

Assim:
r=In(1+0,02) = r~0,0198

s(12) = 500e*°1% 12 = 634,10 (18)

Como o valor calculado do montante no Aplicagao foi de M = 634, 12 tivemos uma
redugao significativa na diferenga entre o valor obtido pelas Equagoes (15) e (16) com a

adequagao de r pela Equagao (17).

No segundo caso, Silva (2019) propoe que além do investimento inicial sq, sejam
feitos depositos ou saques continuamente a uma taxa constante d (sendo positivo para
depositos e negativo para saques), o saldo é encontrado através do Problema de Valor
Inicial:

ds __
dt—rs+d

(19)
s(0) = s
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onde a equagao pode ser reescrita como uma EDO linear de 1? ordem, de acordo Equacao
(4):

TS = d. (20)

Como visto no capitulo anterior, o processo de resolugao sera o via Fator Integrante

p(t) = el MO com P(t) = —r, assim:

/'L(t) — ef —rdt _ efrt+C’

—rt

com C' = 0, temos pu(t) =e
Tt

Utilizando a Equagao (20) multiplicando por pu(t) = e~
ds

e_rtE —rse "t =de™" (21)
Resulta em: y
a(e’”s) =de " (22)
Realizando o processo de Integracdo da Equagao (22) em ambos os lados em relagao
a t temos: p p
/a(e”s(t))dt = /de”dt =e s(t)=——e""+¢ (23)
r
Logo:
d
s(t) = ce™ — — (24)
r

que ¢ a solugao geral da EDO (19). Como s(0) = sp, iremos substituir na equagao

acima:
so=ce — 4= =355+

Isso nos leva até a solugao:

s(t) = (so + C;l)e” —

RIS

s(t) = spe" + g(e” —1). (25)

Utilizando dessa aplica¢do proposta por Silva (2019), um exemplo do cotidiano seria a,

seguinte aplicacao de investimento abaixo.

Suponha que uma pessoa aos 25 anos de idade abra uma conta com um inves-
timento inicial de R$2.000,00 e depois faz investimentos de forma anual de R$2.400, 00
de modo continuo. Com uma taxa de juros de 7%a.a., qual serd o montante disponivel

quando essa pessoa tiver com 65 anos?
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[

Temos que r = In(1 + i), assim r = 0,0676. Como padronizacao, no exemplo

abaixo foi utilizado r = 0,07

Iremos utilizar a Equag@o (25), realizando a substitui¢ao dos valores:

s(t) = 2000e" + X (e — 1) = s(t) = 2000”07 4 22 ("0 — 1)

s(t) = 2000e*7 + 34285, 71(e%07 — 1) (26)

Como a aplicacao é feita durante os 40 anos, temos t = 40, e realizando a substi-

tuigdo em (5.1), temos:

5(40) = 2000e%9740 + 34285, 71(%0740 — 1) =
s(40) = 562.419, 97

Portanto, apds os 40 anos a pessoa deve ter na conta aproximadamente R$562.419, 97.

Assim, como a comparagao feita com as Equagoes (11) e (12), Silva (2019) também
compara a Equagao (25), no qual os depdsitos ou saques sao realizados em intervalos
constantes, com a Equacao (1) de Juros Compostos, onde os intervalos considerados sao
discretos (més a més, ano a ano, etc). Dessa forma, relacionando o montante m com o
saldo (s(n)), apdés n unidades de tempo, e somando depdsitos D constantes a cada periodo

n, temos a reescrita da Equagao (1) de Juros Compostos como:

s(1) = s,(14+1i)+ D
s(2)=s(1)(1+i)+D=s,(1+49)?+D(1+1i)+D
s(3)=s(2)(1+1i)+D =s,(144)*+D(1+4)*+D(1+i)+ D

Generalizando temos:
s(n) = s,(1+i)"+[D+ D1 +i)+D(1+14)?+ ...+ D(1+4)""] (27)

Como (s,p = D+ D(1+14)+ D(1+4)?+ ...+ D(1 +4)"!) é a soma dos termos de
uma Progressao Geométrica (PG) finita, com (1 +14) sendo a razao, assim, utilizaremos a

formula da soma geral de uma PG como:

(1+i)"—1

SnD — D i (28)

Realizando a substitui¢ao de (28) em (27) temos:

s(n) = so(1+1)" +D((1+2¢) (29)
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Em seguida, realizando a substituigdo de ¢ por n na Equacdo (25) e realizando a
comparagao com a Equacao (29).
d . 142" -1
spe’™ + ;(em —1)=so(1 44"+ D(%) (30)
Temos que, como visto no primeiro caso, de acordo com Silva (2019), como a taxa de
proporcionalidade r na Equagao Diferencial e a taxa de juros ¢ estao relacionados por

(13), pois elas descrevem o processo de crescimento proporcional ao valor do montante.

d D
- == 31
r { (31)
Usando a igualdade em (13), como r = [n(1 + ), temos:
d D
S 2
In(14+14) (82)
In(1+14)D
d= M (33)
se ¢ =e" — 1, temos:
d D
= 34
r e —1 (34)
Logo,
In(1+1i)D
d= M (35)

]

Realizando um novo exemplo com o investimento na poupanca temos: A poupanca
acumula 7% de juros ao ano, compostos de forma continua, com saques de R$ 2100,00
por ano. Escreva o PVI onde a equacao diferencial seja satisfeita pelo saldo s(t) da conta

no tempo ¢.

No caso acima temos o seguinte PVI, de acordo com a Equagao (19):

ds — ps —d
dt (36)
5(0) = s
Assim, substituindo os dados no PVI:
4 —0,07s — 2100
(37)
s(0) = s
Reescrevendo a equacgao acima temos:
ds
— —0,07s = —2100 38
at 0 (38)

Calculando o Fator Integrante (6) da equagao (38), com h(t) = —0,07 temos:
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M(t) — o) —0,07dt _ ,—0,07t+c

Para o ¢ = 0, obtemos o Fator Integrante u(t) = e~%%". Multiplicando a equagao

(38) pelo Fator Integrante:

e 0078 _ () 0700 = —2100e 0"
d —0,07t —0,07t
a(e Ps) = —2100e (39)

Realizando a integracao em ambos os lados em relacao a t:

[ 4 (e 00s(t))dt = [ —2100e~ 0" d¢

s(t) = ce™™ 4 30000 (40)
que é a solugao da EDO (38).

Como o s(0) = sg, substituindo ¢t = 0 e s = 5y temos:

s0 = ce”?" 4+ 30000 = sy = ¢ + 30000 = ¢ = 57 — 30000 (41)

Substituindo (41) em (40) temos que a solu¢ao do PVI (38):

s(t) = (s0 — 30000)e™°™ + 30000 = s(t) = spe”"™" — 30000(”™" — 1) (42)

5.2 Analise 2: Barbosa (2022)

De modo a complementar o levantamento, foi selecionada a monografia do autor
Barbosa (2022), com o titulo "Capitalizagao a Juros Compostos através da Matematica
Financeira e da EDO de 1° Ordem", disponibilizada na Biblioteca Digital de Monografias
da Universidade Federal do Para. Nesse material foram abordadas algumas modelagens
usando as EDOs no contexto da Capitalizacio com Depoésito Unico. Podendo ser simples

(ou linear) e composto (ou exponencial).

Barbosa (2022), busca como objetivo apresentar duas modelagens, uma direcio-
nada para o calculo da Matematica Financeira e a outra abordagem usando as Equacoes
Diferenciais Ordinarias de 1° Ordem. Para resolver essas questoes, o autor propoe a apli-

cacao da capitalizacao a juros compostos com a utilizacao do Software Excel. Além disso,
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ele enfatiza que existe uma relacao da Matematica Financeira com operagoes que en-
volvem financas, dentre elas destacam-se as operagoes com dinheiro, compra de imdveis,

empréstimos ou os investimentos.

Na construcao dessa pesquisa, o autor utiliza contetidos de Juros Compostos e
métodos de solugoes de Equagoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem. Como mé-
todo de organizacao do trabalho, esse encontrasse dividido em seis capitulos. O segundo
capitulo aborda os conceitos da Matematica Financeira. O terceiro capitulo, as Aplicagoes
usando o aporte tedrico do capitulo anterior. O quarto capitulo aborda teoricamente as
Equacgoes Diferenciais Ordinarias. O quinto capitulo apresenta modelagens realizadas atra-
vés das Equacgoes Diferenciais e a comparagao dos resultados obtidos no terceiro capitulo.
No sexto capitulo, a anélise dos resultados dos terceiro e quinto capitulos, e expande-se

com construgoes de tabelas e graficos usando o software Excel.

Conforme Barbosa (2022), a capitalizagdo a juros compostos sobre um investi-
mento com depdsito tnico, considerando a capitalizagao continua, pode ser modelada por
uma Equacao Diferencial Ordinaria de 1° Ordem, sendo esta a mesma EDO utilizada no

material de Silva (2019), como podera ser visto no exemplo a seguir.

Supondo que um valor inicial Sy, em dinheiro, seja depositado num banco que paga
uma taxa anual de juros r. Para encontrar a taxa r em funcao do tempo ¢, é utilizada a

seguinte EDO, onde a taxa de variacao do valor do investimento S é representada por:

s
B 4
7 rS (43)
com solugao
S(t) = Sp - e (44)

A Equacao (44) representa o montante S(t) apos a aplicagao de um capital Sy a
uma taxa constante r por um periodo de tempo ¢, em meses. Conforme Barbosa (2022),
essa equacao também pode ser utilizada para a Caderneta de Poupancga, como pode ser

visto no seguinte exemplo:

Supondo uma aplicacdo de R$ 22.000,00 em caderneta de poupanca por 2 anos,
com a capitalizagao de juros uma vez por ano, no qual a taxa de rendimento é de 0,8%

ao més. Temos r = 0,008 e t = 24 meses. Substituindo os valores temos:

S(24) = 22.000 - 000824
S(24) = R$26.656, 75

Isso significa que a aplicacao de R$ 22.000,00 em 2 anos resulta em R$ 6,656,75
de juros. Resultado semelhante a Silva (2019).

Conforme Barbosa (2022), a analise dos dados do comparativo entre as modelagens

da Matematica Financeira e das EDOs, mostram que para taxas de até 6% os dados
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sao bastante similares nas aplicacoes. Apenas em taxas de acima de 17% que as curvas

divergem os valores absolutos em 0,53.

5.3 Anaélise 3: Freitas (2019)

O material seguinte selecionado foi o de Freitas (2019). A monografia aborda os
investimentos de capitalizacao de juros compostos, que sao investimentos com depoésito
tnico, com depositos e retiradas e a caderneta de poupanca. Além disso, a realizacao de

comparativos através de sites de simulacao de Previdéncia Privada.

A estrutura do trabalho esta dividida em seis capitulos, seguindo o padrao dos
demais pesquisadores da area, através de explanacao da fundamentacao teodrica acerca da

Matematica Financeira, sobre as Equacoes Diferenciais e as aplicacoes em software.

E possivel destacar outra aplicacio da EDO, a Previdéncia Privada, conforme
Freitas (2019), essa simulagdo pode ser modelada como um problema de valor inicial.
Assim como em Silva (2019), é possivel também utilizar a Equagao (25) para resolver tal

aplicacao.

Considere um individuo de 25 anos que queira se aposentar aos 65 anos, assim
queremos saber quanto essa pessoa deverd contribuir mensalmente por 40 anos para re-
ceber uma renda vitalicia mensal de R$1000,00 apo6s sua aposentadoria. Como investi-
mento inicial serda R$9.334,17, com um plano de 4% ao ano e que renda uma reserva de
R$208.574, 94

A resolugao desse problema é dada por: Para encontrar o valor de d, que é o valor
dos depositos, iremos considerar o montante acumulado de R$208.574, 94 depois dos 40
anos, ou seja, 480 meses. Para calcular a taxa mensal equivalente a r = 4% ao ano, deve-se

usar a Equagao (2).

L

rm = (140.004)1 — 1
rm = 0,003274
Utilizando a Equagao (25):
208.574,04 = (00021180 _ 1 4 g 334 17(c000mRTi0) (45)

0,003274

208.574,94 — 44942, 00 = 1165, 00d

d = 140, 47
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Logo a parcela deve ser de R$140, 47

A partir desses conceitos e equacoes, é possivel notar que existem aplicagoes dentro
do contexto da Matemaética Financeira que fazem uso das Equagoes Diferenciais para gerar
os montantes. Com base nisso, abaixo temos alguns investimentos que estao presentes no

Brasil, e que possuem situacoes que envolvam a Equacgao Diferencial.

5.4 Analise 4: Meneses (2022)

Uma primeira similaridade notavel entre o trabalho de Meneses (2022) e os de
Silva (2019), Barbosa (2022) e Freitas (2019) reside na estrutura metodologica e didatica.
Assim como os demais autores, Meneses (2022) optou por dedicar os capitulos iniciais
para estabelecer, de forma separada, os fundamentos tedricos necessarios das Equacoes
Diferenciais e, em seguida, apresentar suas aplicagoes. Essa abordagem, que consiste em
construir a base conceitual e em seguida a modelagem pratica, ¢ um traco comum que
unifica as obras, refletindo uma preocupagao em guiar o leitor gradualmente desde os

principios matemaéticos até sua utilizacao nos contextos especificos.

A principal convergéncia estd no modelo matematico central utilizado para a capi-
talizacao de juros com depdsito inico. O trabalho de Meneses (2022) formula o problema
a partir da Equagao Diferencial Ordinaria de primeira ordem ‘fl—f = rS, com a condigao
inicial S(0) = Sp. Este é exatamente o mesmo Problema de Valor Inicial (PVI) empregado
por Silva (2019) e Barbosa (2022) como ponto de partida para descrever a capitalizagdo
continua. Como consequéncia direta, todos os trabalhos derivam a mesma solugao expo-

nencial, S(t) = Spe’", para representar o saldo do investimento ao longo do tempo.

Além do modelo fundamental, as semelhancas se estendem as aplicacoes mais ela-
boradas, como investimentos com depositos continuos. Meneses (2022) avanga a discussao
ao introduzir uma taxa constante de depoésitos ou saques, modelada pela equacao nao-
homogénea % = rS + k. Esta progressao é analoga a desenvolvida por Silva (2019) e
aplicada por Freitas (2019) em cenéarios de Previdéncia Privada. A utilizagdo do método
do fator integrante para solucionar esta EDO é outra técnica compartilhada, demons-
trando um consenso na abordagem para modelar situagoes financeiras mais dinamicas

que envolvem contribuicoes periodicas.
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6 Conclusao

Este trabalho, através de um levantamento bibliografico, trouxe algumas aplica-
¢oes das EDOs dentro do contexto da Matematica Financeira. Reuniram-se materiais que
envolvem essa tematica, além de desenvolver questoes da Matematica Financeira, como a
capitalizacdo de juros com Deposito Unico, a capitalizacio de juros com Depositos Conti-
nuos, a Cardeneta de Poupanca e a Previdéncia Privada, com o uso das EDOs. Podemos
destacar que Matematica Financeira esta profundamente presente no nosso cotidiano e

sendo as aplicagoes aqui selecionadas com o objetivo de evidenciar esse fato.

Um resultado importante encontrado foi a comparacao das Equagoes basicas da
Matemaética Financeira com o uso das EDOS, que devido as caracteristicas da Exponen-
cial, a diferenca entre os resultados é minima e faz com que seja possivel considerar o uso

da Equacao Diferencial Ordinaria para as aplicagoes presentes nesse trabalho.

Entretanto devido a Matemaéatica Financeira ser uma area do conhecimento bas-
tante ampla, destaca-se que ainda é possivel pensar em expandir ainda mais as aplicacoes
com o uso de outras Equacoes Diferenciais, todavia deve-se expandir o periodo de pesquisa

para a realizacao de um levantamento bibliografico.
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