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RESUMO

O presente trabalho propde uma nova técnica de sintonia de controladores PID para o
controle de processos LTI do tipo SISO, baseando-se em critérios de desempenho no dominio
do tempo. Esse procedimento se dd por meio da aplicacdo dos métodos iterativos de Newton-
Raphson e de Levenberg-Marquardt para a resolugdo dos sistemas de equacdes ndo lineares que
descrevem o quao proximo os parametros da resposta ao degrau estao do desejado. Para tanto,
um desenvolvimento algébrico foi conduzido para a determina¢do do jacobiano das fungdes de
desempenho com relacdo aos coeficientes do controlador, permitindo a implementacdo dos mé-
todos numéricos supracitados. Simula¢des numéricas do algoritmo proposto foram realizadas
no software MATLAB para trés funcdes de transferéncia de diferentes ordens. Os resultados de-
monstraram a viabilidade de utilizacdo desse algoritmo de sintonia, desde que certas restrigdes
sobre a fungdo de transferéncia do processo sejam obedecidas, € uma comparacdo de perfor-
mance entre os dois métodos numéricos evidenciou as vantagens e desvantagens de cada um.
Além disso, mostrou-se que a taxa de convergéncia dos métodos pode ser amplificada quando
os parametros de desempenho da curva de resposta inicial estdo relativamente proximos do de-
sejado, sugerindo que uma sintonia prévia por técnicas ja estabelecidas aumenta as chances de

sucesso do algoritmo.

Palavras-chave: sintonia; controladores PID; critérios de desempenho; Newton-Raphson; Le-

venberg-Marquardt.



ABSTRACT

This work proposes a new tuning technique for PID controllers to control SISO LTI pro-
cesses, based on performance criteria in the time domain. This procedure is carried out through
the application of the Newton-Raphson and the Levenberg-Marquardt iterative methods to solve
the nonlinear set of equations that describe how close the step response parameters are to the de-
sired ones. Therefore, an algebraic development was conducted to determine the jacobian of the
performance functions with respect to the controller coefficients, allowing the implementation
of the aforementioned numerical methods. Numerical simulations of the proposed algorithm
were performed in the software MATLAB for three transfer functions of different orders. The
results demonstrated the feasibility of using this tuning algorithm, as long as certain restrictions
on the transfer function of the process are obeyed, and a performance comparison between the
two numerical methods showed the advantages and disadvantages of each one. In addition, it
was shown that the convergence rate of the methods can be amplified when the performance pa-
rameters of the initial response curve are relatively close to the desired ones, suggesting that a

prior tuning by already established techniques increases the chances of success of the algorithm.

Keywords: tuning; PID controllers; performance criteria; Newton-Raphson; Levenberg-Mar-

quardt.
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1 INTRODUCAO

O controle automatico de processos € um dos pilares que sustenta a produtividade da
inddstria moderna, sendo essencial para o funcionamento de qualquer sistema que exija uma
resposta dindmica estdavel e um certo grau de rejeicdo de distirbios. Essa descricdo se aplica a
uma vasta gama de aplicacdes, desde o controle de bracos robdticos em sistemas de manufatura
até o controle de voo e propulsdo de aeronaves. Durante muito tempo, o projeto de controlado-
res se baseou na experi€éncia do projetista e em tentativa e erro [1]], uma tradi¢do que induziu
o surgimento de um controlador considerado universal, que seria a primeira escolha a ser tes-
tada em qualquer sistema de controle em malha fechada: o controlador proporcional integral
derivativo (PID).

O controle PID € o algoritmo de controle mais frequentemente aplicado e estd presente
em cerca de 90% dos processos industriais com sistemas de controle, mesmo nos casos em
que outros controladores sao mais apropriados [2-4]. Em seu primérdio, esse controlador era
implementado através de sistemas elétricos com relés, sistemas pneumadticos ou sistemas hi-
drdulicos, eventualmente sendo substituidos por sistemas digitais, como controladores 16gicos
programdveis e microcontroladores [J5].

Apesar de ter um funcionamento simples e ser facilmente aplicdvel, o projeto de contro-
ladores PID ainda € alvo de diversos estudos de cunho tedrico e pratico, mesmo apds tantas
décadas de seu surgimento. Na estrutura interna do controlador, estdo codificados trés para-
metros que devem ser ajustados de maneira apropriada, visando estabilidade e uma resposta
dindmica satisfatoria para o processo a ser controlado. Qualquer descuido na sintonia dos pa-
rametros pode ocasionar em consequéncias terriveis para a performance do sistema. Para se ter
uma ideia da importancia dessa problematica, algumas estimativas mostram que em 30% dos
sistemas de controle com baixo desempenho, uma sintonia indevida do controlador € a principal
causa das irregularidades [3].

Os primeiros passos para o estabelecimento de regras padronizadas de sintonia de contro-
ladores PID foram dados por Ziegler e Nichols em 1942, ao publicarem uma série de experi-
mentos a serem feitos na planta com o intuito de determinar os parametros de controle a partir
dos dados coletados [6]. Esse método heuristico foi extremamente importante para a época,
mas sofre com indmeras desvantagens por utilizar poucas informagdes acerca do processo, re-
sultando em sistemas com baixa robustez [/7]].

Nas ultimas décadas, diversas novas técnicas de sintonia foram trazidas a tona devido
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aos avangos tecnoldgicos no ramo da computacdo. Dentre as principais estratégias emergentes,
podem-se citar a sintonia automatica, a sintonia 6tima, a sintonia adaptativa em tempo real e
a sintonia inteligente, esta ultima que usa de conceitos como redes neurais e 16gica fuzzy [§].
Em [4]], encontra-se uma coletanea de 1731 diferentes regras de sintonia, € novos métodos
continuam a surgir em publicacdes académicas recentes.

Em métodos de sintonia analiticos, ¢ comum a adoc¢do de indices de qualidade no domi-
nio do tempo que direcionam a sintonia dos parametros para um modelo ideal pré-estabelecido
da curva de resposta do processo. Os critérios de erro integral sdo 0s mais comumente esco-
lhidos [9]], como em [[10,|11]]. Outra possibilidade bastante explorada é visualizar o problema
de sintonia do ponto de vista de otimizagdes numéricas e técnicas de aproximacdo de curvas.
O método de Newton-Raphson [[12,|13]], o método de Levenberg-Marquardt [[14]] e as normas
H, [[15] e Hy, [16,/17] sao alguns exemplos de implementagdes. Porém, a predominancia das
especificacdes de desempenho adotadas estd em caracteristicas no dominio da frequéncia e em
critérios de erro integral, sendo que critérios alternativos da curva de resposta como o tempo de
subida, o tempo de pico, a ultrapassagem percentual e o tempo de assentamento recebem menos
atencdo.

O proposito deste trabalho foi desenvolver um algoritmo de sintonia de controladores
PID aplicavel a sistemas lineares e invariantes no tempo com uma Unica entrada e uma unica
saida, utilizando os métodos iterativos de Newton-Raphson e de Levenberg-Marquardt. Isso foi
realizado estipulando o atendimento simultaneo de vérios critérios de desempenho no dominio
do tempo e definindo fun¢des de desempenho do processo a partir de especificacdes analiticas
na curva de resposta. Estudos similares foram conduzidos em [18},19] por meio de algoritmos
genéticos e em [20] pelo algoritmo cuckoo search, mas limitados a sistemas de primeira ou
segunda ordem.

A estrutura deste trabalho estd organizada da seguinte forma: a Segdo 2] aborda a base
tedrica essencial para o entendimento do problema de sintonia e da soluc¢do proposta, partindo
de conceitos bésicos de sinais e sistemas, redigindo sobre a teoria de controle com realimentagao
e finalizando com métodos de resolucdo de equacdes ndo lineares; em seguida, a Se¢éo [3|mostra
o desenvolvimento algébrico que possibilitou a aplicacdo dos métodos numéricos e apresenta
o algoritmo de sintonia proposto; na Sec¢do [ encontram-se os resultados dos testes realizados
com o algoritmo em trés funcdes de transferéncia com ordens diferentes, dispostos em tabelas

com dados de performance do programa e em graficos de convergéncia e das curvas de resposta



16

com o controlador sintonizado; por fim, na Secdo [5] consideragdes finais sdo realizadas com

base nos objetivos propostos e perspectivas de trabalhos futuros sdo apresentadas.

1.1 Objetivos
Objetivo Geral
Desenvolver um algoritmo de sintonia automdtica de controladores PID para sistemas li-

neares e invariantes no tempo com os métodos de Newton-Raphson e de Levenberg-Marquardt.

Objetivos Especificos

Definir analiticamente fun¢cdes de desempenho a partir de critérios sobre a curva de res-

posta ao degrau de um sistema;

* Obter expressdes para os jacobianos das fun¢des de desempenho com relacdo aos coefi-

cientes do controlador;

* Formular um algoritmo que retorne os parametros do controlador sintonizados recebendo

os dados do processo e os critérios de desempenho desejados como argumentos;

* Demonstrar a aplicabilidade, as vantagens e as desvantagens do algoritmo com testes em

funcgdes de transferéncia de diferentes ordens.

1.2 Justificativa

Preencher a lacuna existente no meio académico quanto a aplicacdo de métodos numé-
ricos de otimizacdo para sintonia de controladores PID por critérios de desempenho como o
tempo de subida, o tempo de pico, a ultrapassagem percentual e o tempo de assentamento em

sistemas de qualquer ordem.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Modelos Matematicos de Sistemas

Segundo Haykin, um sinal € uma fun¢do de uma ou mais varidveis que contém infor-
macoes sobre a natureza de um fendmeno fisico, enquanto um sistema é definido como uma
entidade que produz sinais a partir da manipulacdo de outros sinais [21]. Sistemas fisicos que
evoluem com o tempo sdo chamados de sistemas dinamicos, e essa atribui¢do é dada a um
grande nimero de processos que interessam a engenharia de controle. Nesses sistemas, o0s si-
nais sdo modelados através de funcdes no tempo e o sistema em si € modelado por um conjunto
de equacgdes que estabelecem a relag@o entre os sinais de entrada e de saida.

Sistemas dinamicos continuos do tipo Single-Input Single-Output (SISO), ou seja, que
recebem um tnico sinal como entrada e produzem um unico sinal como saida, podem ser re-

presentados pela relacao

z(t) — y(t), 2.1)

que associa cada sinal de entrada () a um sinal de saida y(¢), este ultimo que também &
chamado de resposta do sistema. Uma outra forma de caracterizar a relagdo entre esses dois

sinais no tempo € através de um diagrama de blocos, como mostra a Figura 2.1

Figura 2.1. Representacdo em diagrama de blocos de um sistema.

x(t) y(t)

—— Sistema —

Fonte: Autoria prépria.

O modelo de um sistema € uma equacdo matematica que quantifica as influéncias de cada
uma das varidveis do sistema sobre as outras. Devido ao carater dindmico de sistemas fisicos,
tanto o valor instantaneo das varidveis de interesse quanto suas derivadas devem ser levadas em
conta e, por esse motivo, a modelagem se d4 por meio de equagdes diferenciais.

Os sistemas mais relevantes no contexto de sistemas de controle sdo aqueles que obede-
cem os principios de linearidade e invaridncia no tempo ou que ao menos podem ser lineariza-
dos dentro de um intervalo especifico. Neles, a transformada de Laplace pode ser utilizada para
simplificar a manipulacdo das equacdes modeladas e extrair caracteristicas acerca da resposta
temporal. Além disso, todas as especificidades do processo fisico em questdo podem ser englo-
badas em uma funcao de transferéncia. As proximas secoes irdo abordar esses conceitos com

mais detalhes.
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2.1.1 Equacoes Diferenciais de Sistemas Elétricos

A deducio das equacdes que regem a natureza de um processo € feita utilizando as leis fi-
sicas do fendmeno, seja para sistemas mecanicos, elétricos, hidraulicos ou termodinamicos [22].
A andlise de sistemas elétricos, em especifico, se baseia em grande parte nas Leis de Kirchhoff
das tensdes e das correntes, que estabelecem que a soma das tensdes em uma malha e a soma
das correntes em um né devem ser iguais a zero. Essas ferramentas, quando combinadas com
as propriedades eletromagnéticas conhecidas dos componentes circuitais, permitem a extracao
da equacdo diferencial ou sistema de equagdes diferenciais que ditam o comportamento das
grandezas do circuito.

A Figura[2.2]mostra o diagrama de um circuito RLC, composto por uma fonte de excitagio
externa (fonte de tensdo), um componente dissipador de energia (resistor), um componente de

armazenamento indutivo (indutor) e um elemento de armazenamento capacitivo (capacitor).

Figura 2.2. Circuito RLC série.
R L

Fonte: Autoria prépria.

A principal propriedade de cada componente que se deve ter conhecimento para realizar
andlises em circuitos € a relacio entre a tensdo em seus terminais € a corrente que o atravessa.
Nos componentes do circuito RLC, por exemplo: a tensdo € proporcional a corrente no resistor;
a tensdo € proporcional a derivada da corrente no indutor; a corrente € proporcional a derivada
da tensdo no capacitor. Os coeficientes R, L e C' sdo as constantes de proporcionalidade entre
essas grandezas elétricas, chamadas de resisténcia, indutancia e capacitancia, respectivamente.
Se o circuito for alimentado com uma tenséo v(t), pela Lei de Kirchhoff das tensdes, a corrente

de malha i(t) satisfaz a equacéo

Ri(t) + Ldid_(tt) + é/o i(T)dr = v(t),
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que também pode ser escrita como uma equacao diferencial de segunda ordem, na forma

Pilt) | pdifh) +éi(t) _ dvt) 2.2)

L
dt? dt

O modelo matematico da Equag@o (2.2)) contém, de maneira idealizada, todos os possiveis esta-
dos que as varidveis deste circuito podem assumir em um dado instante, mas vale ressaltar que
diversos aspectos que modificam as caracteristicas de circuitos na pratica sdo desconsiderados,
como perturbagdes externas e perdas por efeito Joule.

A resposta desse sistema ird depender de qual varidvel serd considerada como saida do
circuito, algo que pode ser atribuido a corrente que atravessa a malha ou a tensdo em algum
dos componentes, por exemplo. Se i(t) for estabelecida como saida do sistema, a forma geral
da resposta a entrada v(t) serd dada pelas solugdes da equacdo diferencial em (2.2)), que podem
ser obtidas por métodos como o uso de fatores de integracdo ou o método dos coeficientes a
determinar [22].

A solucdo de equagdes diferenciais lineares com coeficientes constantes possui duas com-
ponentes: y,(t), que é a solucdo geral da equacdo diferencial homogénea correspondente, e
yr(t), que é uma solugdo particular. A resposta completa y(t) é, entdo, escrita como a soma

dessas duas funcoes,

y(t) = yn(t) +yy(1). (2.3)

No contexto de circuitos elétricos, y,(t) é chamada de resposta natural, porque representa o
comportamento da varidvel de saida quando nenhuma fonte externa de excitagdao é imposta, e
yr(t) de resposta forcada, pois é produzida quando hd aplicacdo de uma forga externa [23].
Em circuitos modelados por uma equagdo diferencial de segunda ordem, como o da Fi-
gura[2.2] o comportamento da resposta natural serd controlado pelos valores dos componentes
passivos e como eles afetam a resolu¢do da equacgao diferencial, e ndo sofrerd influéncia da fonte
de tens@o. A resposta for¢ada, em contrapartida, dependerd inteiramente do tipo de entrada v(t)

a qual o circuito € submetido.
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2.1.2 Sistemas LTI e a Integral de Convolucao

Um sistema € linear quando respeita os principios da aditividade e da homogeneidade.

Suponha um sistema conhecidamente linear caracterizado pelas relacdes de entrada/saida

l'l(t) — yl(t), Z’Q(t) — y2<t)

A aditividade desse sistema estabelece que o efeito total de suas entradas pode ser determinado
considerando uma entrada por vez, assumindo todas as outras entradas iguais a zero e somando

os resultados. Ou seja,

Por outro lado, a homogeneidade exige que a magnitude do fator de escala seja preservado ao
passar pelo sistema:

kxy(t) — kyi(t).

Essas duas propriedades podem ser combinadas em uma unica, chamada de superposi¢do, um

principio inerente a todos os sistemas lineares e caracterizado pela relacao

]{311’1 (t) —+ kgd?g(t) — klyl (t) + kgyg(t) (24)

Sistemas cujos parametros nao sao alterados com o tempo sdo ditos invariantes no tempo.
Nesses sistemas, um deslocamento no tempo no sinal de entrada produz o mesmo deslocamento

no tempo no sinal de saida. Dessa forma, se

z(t) — y(?)

para um sistema invariante no tempo, entdo,

x(t —to) = y(t —to). (2.5)

Quando um sistema respeita tanto o principio da superposi¢do quanto o principio da in-
variancia no tempo, ele é dito LTI (Linear Time-Invariant). O circuito RLC é um exemplo
de sistema que entra nessa categoria. De fato, se cada componente que compde um circuito

¢ linear e invariante no tempo, com excecdo de fontes independentes, entdo o circuito em si €
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LTI [24]. Essa definicdo ndo se limita a circuitos elétricos, e em sua forma geral, sistemas LTI

sao modelados através de equagdes diferenciais ordindrias com coeficientes constantes [25]]:

d"y(t) d"y(t) dy(t) _d™a(t) d™ 1tz (t) dx(t)
o +a; e + o an o + ay(t) = by o + by = bim—1 L + bpnx(t), (2.6)
em que ay,...,ay,by,...,b, sd0 constantes reais. A ordem dessa equacdo e, consequente-

mente, do sistema que ela representa, é definida pelo valor da derivada de maior ordem do sinal
de saida presente, neste caso, n.

Com essas definicoes, torna-se possivel elucidar a principal vantagem de trabalhar com
sistemas LTI, em detrimento de sistemas que ndo cumprem os mesmos pré-requisitos. Um
sinal continuo no tempo pode ser decomposto como a combinag¢do linear de sinais elementares,
estes que sdo como blocos de construcdo para sinais mais complexos, dentre os quais estdo as
exponenciais e as senoides, por exemplo [21]. Ao tomar este sinal como entrada de um sistema
LTI, o principio da superposi¢do dita que a resposta também serd uma combinag¢do linear e suas
componentes serdo a resposta do sistema LTI para o sinal elementar escolhido.

Seja pa(t) a fungdo pulso unitério definida da seguinte forma:

1

—, se0<t<A
palt)y =< A
0,

caso contrario.

Essa definicao € feita de maneira que a drea delimitada pelo pulso € sempre igual a um, inde-
pendentemente do comprimento de pulso A escolhido. Para alterar o instante em que o pulso

se inicia, um deslocamento no tempo de nA unidades resulta na expressao

1

—, senA<t<(n+1)A
pat—nA)={ A
0,

caso contrario.
Se z(t) é um sinal continuo arbitrério, ele pode ser aproximado em cada subintervalo

nA <t < (n+1)A para o seu valor na extremidade esquerda desse intervalo, o que possibilita

o seguinte desenvolvimento:
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z(t) = xz(nA)

o) (L)
~ 2(nA)pa(t — nA)A.

Somando os resultados das aproximagdes de z(¢) em todos os subintervalos de comprimento A
em | — 00, 00|, chega-se em uma aproximacao desse sinal como uma soma de pulsos retangula-

res. O grafico da Figura[2.3]ilustra essa decomposicao.

Figura 2.3. Sinal continuo aproximado como uma soma de pulsos retangulares de comprimento fixo.

z(t)A

z(nA)] AN

Y

nA (n+1)A

Fonte: Autoria propria.
Quanto menor o comprimento dos pulsos, melhor a aproximagao do sinal z(t) por essa
composicdo. Portanto, o valor exato de x(t) em cada subintervalo é obtido no limite A — 0,
onde cada pulso individual se torna uma funcdo chamada de impulso unitdrio, também conhe-

cida como fung¢do delta de Dirac, definida por

o(t) =0, set#0
o(t) = ELHOPA(t) = /00 5(6) = 1 (2.7)

—00

O impulso unitdrio também possui drea unitdria, mas ao contrario da funcao que a originou, ela

estd toda concentrada em um tnico ponto ao invés de um intervalo. Considerando 7 = nA,
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pode-se escrever x(t) por meio da integral [25]

oo 00

x(t) = iiirb Z z(nA)pa(t — nA)A = /_ x(7)6(t — T)dT. (2.8)

Agora, considere um sistema LTI que produz o sinal y(t) como saida quando z(¢) é dado
como entrada e seja ha (t) a resposta do sistema para o pulso pa (t). A partir da Equagdo (2.8)),

tem-se que a saida y(¢) é da forma [1,25]

y(t) = EE%) z(nA)ha(t —nA)A,

n=—oo

pois sabe-se que z(nA) é constante e ha(t — nA) é saida de pa(t — nA). Quando A — 0, a
funcdo hn(t) se torna a resposta ao impulso, denotada por h(t). Essa equagdo também pode
ser escrita na forma integral e serd chamada de integral de convolugdo, um operador linear que

também é comumente representado pelo simbolo .

o0

y(t) = 2(t) = ht) = / o(T)h(t — 7)dr (2.9)

—0o0

Assim, se uma forma de obter a resposta ao impulso de um dado sistema LTI for determi-
nada, a resposta para qualquer sinal de entrada continuo x(t) serd obtida através da convolugéo

deste sinal com h(t).

2.1.3 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um operador que converte uma fun¢@o no tempo em uma

func¢ao na varidvel s, sendo s um nimero complexo. Ela € definida por

o0

X(s) = L{x(t)} = / () dt 2.10)

em sua forma unilateral, e por

X(s) = /OO x(t)e *dt (2.11)

—00
em sua forma bilateral, em que a unica diferenca entre elas estd no intervalo de integragdo. A
notacdo para o limite de integracao inferior na versdo unilateral significa que a transformada do
sinal pode ser determinada mesmo se x(t) for descontinua em ¢t = 0, vide a fun¢do impulso

unitario [26}27]].
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Para entender a aplicabilidade da transformada de Laplace em sistemas LTI, considere o

sinal exponencial complexo €%, com s = o + jw, que pode ser expandido como

e® = e cos (wt) + je sen (wt). (2.12)

O coeficiente o € chamado de fator de amortecimento, pois € responsavel por delimitar o quao
rapido o envelope exponencial, dentro do qual o sinal oscila, decai (ou aumenta) com o tempo,
enquanto w € a frequéncia de oscilagdo dos fatores senoidais. O grafico da Figura[2.4] expde o

comportamento temporal das partes real e imagindria desse sinal.

Figura 2.4. Evolugdo temporal de uma exponencial complexa.

Re{e*'} Im{e™}
A A
1 1

AN ot

g

eat
ol
AN / N

Fonte: Autoria prépria.

Agora, tome ¢ como entrada de um sistema LTI arbitrario , com resposta ao impulso

h(t). A saida correspondente, a partir da Equacéo (2.9), é:

y(t) = /_OO h(T)es(t_T)dT

o0

:eSt/ h(t)e *"dr.

o0

Percebe-se que essa integral € a transformada de Laplace da resposta ao impulso, logo, denotando-
apor H(s), obtém-se

y(t) = H{e"} = H(s)e™. (2.13)

Entdo, e** é uma aurofuncdo do sistema, enquanto a transformada de Laplace H (s) é um auto-
valor do sistema [21]].

As acdes proporcionadas sobre a exponencial complexa podem ser melhor analisadas ao
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Jj Arg {H(s)

expressar a transformada na forma polar H (s) = |H(s)le }. A safda é reescrita como

y(t) = |H(s)|e”" cos [wt + Arg {H(s)}] + j|H(s)|e”" sen [wt + Arg {H(s)}].

Portanto, ao passar por um sistema LTI, um sinal exponencial complexo tem sua magnitude
multiplicada por um fator | H (s)| e sua fase deslocada por um fator Arg { H(s)}, mas seu coefi-
ciente de amortecimento o e sua frequéncia de oscilagdo w ndo sdo alterados.

De forma similar a decomposi¢do de sinais como uma soma de impulsos unitérios feita
anteriormente, sinais podem ser representados como uma superposi¢ao ponderada de exponen-
ciais complexas, afinal, a exponencial é um sinal elementar. A andlise da resposta do sistema,
entdo, torna-se subjugada a transformada de Laplace da resposta ao impulso. Essa expressdo

desejada pode ser deduzida analiticamente, a partir de (2.10), e toma a forma

o+j00
x(t):,C_l{X(s)}:%j / " X (s)etds, (2.14)

—jOO

chamada de transformada inversa de Laplace.

Levando em consideragdo a resposta a uma exponencial complexa da Equagdo (2.13) e
as definicdes em e (2.14), é possivel demonstrar que a resposta do sistema para qualquer
sinal de entrada é calculada pela transformada inversa do produto das transformadas de x () e

h(t), como segue:

y(t) = H{z()}

1 0’+j00
=H {—/ X(s)e“ds}
27Tj o—j00

1 U+jOOX st
= % (s)H{e*}ds

1 o+joo

g—joo

= G X(s)H (s)e*ds

o—joo

=LY X(s)H(s)}. (2.15)

Essa ideia pode ser generalizada para a convolucao de dois sinais quaisquer, indicando que uma
convolu¢do no dominio do tempo € convertida em um produto no dominio de Laplace.
Outra propriedade extremamente util dessa transformada permite determinar o valor de

uma fungdo x(¢) em zero e no infinito a partir de sua transformada X (s), mesmo se a expressao
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para z(t) for desconhecida. Isso é realizado por meio do teorema do valor inicial,

z(0%) = lim sX(s), (2.16)
S—00
e do teorema do valor final,
tlglolo x(t) = £1_r>1(1) sX(s). (2.17)

Esses sdo apenas alguns exemplos dentre as diversas simplificacdes que surgem a partir das

propriedades da transformada de Laplace. Para mais férmulas, veja [21}25].

2.1.4 Funcoes de Transferéncia

As ferramentas matemadticas apresentadas até aqui serdo utilizadas para obter a resposta ao
impulso de um sistema LTI a partir de sua equagao diferencial. A propriedade da diferencia¢ao

da transformada de Laplace constata que

dra(t .

L { d:’;g ) } =s"X(s) = Y _s" D (07). (2.18)
k=1

Pode-se ver que a transformada converte uma diferenciagao no dominio do tempo em um po-

lindmio mdnico em fun¢do de s com grau igual a ordem da derivada. Desse modo, a aplicac@o

da transformada unilateral na Equacao resulta na equacdo algébrica
(8" +a18" P4 ap18+an)Y(s) + Yo = (bos™ + bys™ 1t + -+ by_1s + b,y) X () + Xo.

Xo e Y sdo combinagdes de todas as condi¢des iniciais dos sinais x(t) e y(t), respectivamente,
que surgem a partir da propriedade da diferenciacdo. Essas condicdes iniciais serdo assumidas

como nulas, pois se ndo o forem, o sistema se torna nao linear [25]]. Entao,

Y (s) bos™ + bis™ 4+ b1+ by
- . (2.19)
X(s) s"4+as"t4as" 2+ 4 a,_15+a,

A razdo entre as transformadas da saida e da entrada é chamada de funcdo de trans-
feréncia do sistema. Essa expressdo pode ser considerada uma notacdo simplificada para a
equacdo diferencial, pois esta pode ser alcangada a partir da fun¢do de transferéncia por meio
da transformada inversa de Laplace. Entdo, Y (s)/X (s) representa uma descri¢cdo completa das

caracteristicas de entrada/saida de um sistema, independentemente da funcdo de entrada [25].
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Entretanto, pela Equacdo (2.13), pode-se deduzir que

Y(s)=H(s)X(s) = H(s) =

mostrando que a transformada de Laplace da resposta ao impulso de um sistema € igual a fungao
de transferéncia desse sistema.

A funcdo de transferéncia pode ser categorizada em trés tipos, com base nos graus dos
polindmios do denominador e do numerador: H (s) serd prdpria se n > m, estritamente propria
se n > m e impropria se n < m. Existem motivos para restringir os estudos para fun¢des de
transferéncias estritamente préprias, dentre os quais pode-se citar o fato de que, em sistemas
fisicos, uma func¢do de transferéncia impropria implicaria na possibilidade de obter uma resposta
infinita a uma entrada finita [1]. Logo, a funcdo de transferéncia de um sistema LTI geral € a

seguinte:
. boSn + blsnil + b28n72 + -+ bn_lS + bn
st st agsn 2 4 ap1S - ay

H(s) (220)

Denota-se por N(s) o polindmio do numerador e por D(s) o polindmio do denominador
de H(s). Por se tratarem de fung¢des polinomiais, elas podem ser escritas como o produto dos
fatores primos correspondentes a cada uma de suas raizes, de acordo com o teorema fundamen-
tal da dlgebra. Ademais, os coeficientes de N (s) e D(s) sdo todos reais, entdo deve haver uma
simetria conjugada nesses conjuntos de raizes (ou sdo reais ou estdo em pares de complexos
conjugados) [24]. Essa decomposicao serd bastante ttil ao realizar a inversao da transformada

mais a frente. Assim, para m < n, tem-se

_N(s)  K(s—z1)-(5— zm)
T =56 =6 G 22

21, ..., Zm $30 as raizes de N(s), e serdo chamadas de zeros de H(s), enquanto py, . .., p, sdo
as raizes de D(s), e serdo chamados de polos de H (s). A Figura[2.5|apresenta uma maneira de
ilustrar uma fun¢do de transferéncia através da disposicao de seus polos e zeros no plano com-
plexo. O posicionamento desses termos terdo influéncias diretas nas caracteristicas transitdrias

e de estado estaciondrio da resposta do sistema.
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Figura 2.5. Diagrama de polos e zeros no plano s.

S AjTm{s}
X polos
O zeros J2
O
X "J
O ‘ >
—2 -1 Re{s}
x L —j
@)
—j2

Fonte: Autoria prépria.

2.1.5 Resposta no Dominio do Tempo

O passo final para caracterizar um sistema LTI é determinar a sua resposta no dominio do
tempo, ou seja, busca-se uma expressao para y(t). Ja se sabe que sua transformada € calculada
pelo produto da fun¢do de transferéncia desse sistema com a transformada do sinal de entrada
X (s). Todavia, a aplicagdo direta da transformada inversa em Y '(s) pode ser bastante compli-
cada, pois requer o cdlculo de uma integral de linha no plano complexo. Por conta disso, a
inversdo de grande parte das fungdes € determinada com base nas propriedades da transformada
de Laplace e/ou em uma tabela contendo algumas relagdes de transformagao conhecidas.

Considere a fungdo de transferéncia de sistemas LTI em (2.20). Se seus polos forem dois a

dois distintos, essa fun¢do racional pode ser expandida em fragdes parciais da seguinte maneira:

Y(s) = H(s)X(s)

= X(s)
(s—=p1)---(s—pn)
(A1 Tn
— I + Yy (s). (2.22)
s—D1 S —Pn
O coeficiente complexo 7, € o residuo associado ao polo py, com k = 1,...,n e Y/(s) repre-

senta a soma dos termos dessa expansdo originados dos polos do sinal de entrada X (s).
Agora, torna-se facil a aplicacao da transformada inversa conforme a relacao de transfor-

magao
L{rpertu(t)) = —F (2.23)
§— Pk
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em que u(t) é a fungdo degrau unitdrio ou fun¢do de Heaviside, definida por

(
1, set >0
u(t) =191/2, set=0 (2.24)
0, set < 0.
\
Deste modo, a resposta serd dada por
_ ™ Tn
tzﬁl{ 4o+ +Ys}
y(t) p— p—— 7(s)
= (reP" + - e u(t) + ys(t), (2.25)

em que y¢(t) € a transformada inversa de Y;(s). Vale lembrar que, no contexto a partir do qual
esse procedimento se desdobrou, y(t) é a solu¢do da equacdo diferencial (2.6) e assim como
o exemplo que foi dado para a resposta de um circuito RLC, ela poderd ser desmembrada em
uma resposta natural e uma resposta for¢cada. Vé-se entdo que y(t) em (2.25) é a resposta
forcada do sistema, pois surge como consequéncia da aplicacdo de uma excitagcdo externa (sinal
de entrada), enquanto a soma dos outros termos compdem a resposta natural do sistema.

Com a aplicagdo da transformada inversa, o problema de resolver uma equacao diferencial
€ reescrito como um problema de resolver uma equagao algébrica, visto que basta determinar as
raizes de uma equacgao polinomial de ordem n e os residuos das fragcdes parciais para chegar na
resposta. Por conta disso, a transformada de Laplace é extensivamente utilizada para resolver
equagoes diferenciais lineares com coeficientes constantes.

Os cdlculos realizados para y(t) dependerdo unicamente do sinal de entrada e serdo dis-
cutidos posteriormente. Por agora, o foco estd na obtengéo da resposta natural y,,(t). Sistemas
de primeira ordem t€m apenas um polo, em que o mesmo deve ser necessariamente real, entdo
se sabe que sua resposta natural serd uma exponencial crescente ou decrescente. As ramifica-
coes no tipo de resposta comecam a aparecer em sistemas de segunda ordem ou maior, portanto,
0 caso mais simples que se encaixa nessa descri¢do serd analisado a seguir.

Considere um sistema de segunda ordem com polos p; € po distintos entre si. A transfor-

mada da componente natural da resposta desse sistema serd

Y, (t) = + (2.26)
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Primeiramente, se os polos sdo complexos conjugados, eles podem ser escritos na forma
retangular p; = 0 + jw e p, = 0 — jw, com o e w reais e w # 0. Ao realizar o processo
inverso e juntar as fracOes parciais, a Unica maneira de obter um polindmio com coeficientes
reais no numerador € se os residuos também forem complexos conjugados, ou seja, 1y = 7.

No dominio do tempo, chega-se na expressao
Yn(t) = [T L7 03y (1), (2.27)
Decompondo as exponenciais complexas como em (2.12):

= [Pt 4 el ()
= {(Re{r1} + jIm{ri}) e” [cos (wt) + j sen (wt)]
+(Re{ri} — jIm{ri}) e” [cos (wt) — jsen (wi)]} u(t)
= {27 [(Re{r1}) cos (wt) — (Im{r}) sen (wt)] } u(t).

Utilizando a propriedade trigonométrica

(

X cosa — Xpsena = Xz cos (a+ )

Xy =/ XT + X3 (2.28)
X

\ﬁ = arctan <Yi)’

fazendo X; = Re{r1}, Xo = Im{r,} e a = wt, obtém-se

yn(t) = [2|r1]e” cos (wt + Arg {ri})] u(t). (2.29)

O termo senoidal indica que a parte imagindria dos polos da origem a oscilacdes no dominio
do tempo, enquanto o sinal de o determinard o formato do envelope exponencial. Se o < 0,
a amplitude da senoide sofre um decaimento exponencial e o sistema serd subamortecido. Se
o = 0, o sinal se torna puramente senoidal e o sistema € ndo amortecido. Por ultimo, quando
o > 0, a resposta do sistema aumenta sua amplitude exponencialmente com o tempo, logo é
instavel. A defini¢do de estabilidade serd formalizada mais a frente.

A segunda possibilidade surge quando os polos podem ser escritos como p; = 0; €
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P2 = 09, €M que 07 € 0y sdo valores reais e distintos. A resposta natural, neste caso, serda

Yn(t) = (r1e7 + ree”Mu(t). (2.30)

Nota-se, em (2.26), que os residuos também devem ser valores reais. Se o; e oy sdo ambos
negativos, a resposta serd dada pela soma de duas exponenciais decrescentes, que resulta no
caso superamortecido. Se a0 menos um dos polos for positivo, a resposta serd instavel.

Na terceira possibilidade, tem-se p; = p, = 0, com ¢ necessariamente real. Como ha a

ocorréncia de polos repetidos, a expansdo por fracdes parciais assume um formato diferente,
1 T2

Yo(t) = ——+ o (2.31)

E possivel mostrar que, em geral, quando H (s) tem n polos repetidos,

N@s) _ n T S
Gopr s-p G-pr TGopm (2:32)

e no dominio do tempo, aplicando a transformada inversa nessa expressao, tem-se

-1 N(s) _ . Tk k=1 pt
L {—( }—Z—(k_l)!t . (2.33)

s—p)n p

Assim sendo, a resposta natural para dois polos repetidos é
Ya(t) = [(r1 +rat)e™ ] u(?), (2.34)

que € o caso criticamente amortecido quando o for negativo.

De acordo com a definicao Bounded-Input Bounded-Output (BIBO) de estabilidade, um
sistema sera estdvel quando uma entrada limitada der origem a uma saida limitada. Evidente-
mente, em todos os cendrios possiveis para a resposta natural de sistemas de segunda ordem, as
exponenciais crescentes em y,, () sdo fontes de instabilidade. Uma condigdo necessaria e sufici-
ente para garantir a estabilidade de um sistema LTT € que os polos de sua funcio de transferéncia
estejam todos localizados no semiplano esquerdo, pois caso contrdrio, um sinal limitado pode
resultar em uma resposta ilimitada [24125,27]]. Pela tamanha importancia da equagio D(s) = 0,
cujas raizes sdo os polos de H(s), dd-se um nome especial para a mesma: equagcdo caracteris-

tica do sistema.
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Estende-se essa nocdo de estabilidade para sistemas de ordem maior que dois ao notar
que sua resposta natural serd composta pela soma das componentes naturais de subsistemas de
primeira e segunda ordem, desde que nio haja a presenca de trés ou mais polos repetidos. A
Figura [2.6] apresenta a contribui¢do de diferentes configuragdes de posicionamento dos polos

para a resposta do sistema.

Figura 2.6. Resposta do sistema com base na localizagdo dos polos.

WY

FW%Z,X

Fonte: Autoria prépria.

A jIm{s}
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g

2.2 Controle PID

Controladores sdo sistemas projetados a partir da modelagem matematica de um processo
que devem operar de forma a fornecer uma saida desejada para uma entrada especifica. Um
sistema de controle efetivo deve: certificar que os polos da funcdo de transferéncia estejam
no semiplano esquerdo para evitar instabilidades; fazer com que a saida do processo siga a
referéncia o tanto quanto possivel; rejeitar distirbios e minimizar o erro; ter baixa sensibilidade
a mudangas nos parametros do processo [1]].

Os sistemas de controle em malha aberta sdo um tipo de configuragdo em que o sinal
de saida € gerado diretamente a partir do sinal de entrada, enquanto sistemas de controle em
malha fechada realizam uma retropropagacdo do sinal de saida para acdes de correcdo e ofere-
cem uma alternativa mais confidvel e robusta com relagdo a malha aberta. O desempenho dos
controladores pode ser avaliado submetendo-os a entradas de teste padronizadas e estudando
as caracteristicas da resposta temporal. Os critérios de desempenho mais comumente aplicados
costumam trabalhar em cima da resposta ao degrau do sistema.

O controlador PID € o algoritmo de controle mais comum na inddstria € combina as
acoes de trés blocos operacionais distintos (proporcional, integral e derivativo) para promover

melhorias na resposta transitoria e no estado estacionario de um processo. O procedimento para
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a determinacdo dos parametros do controlador PID, conhecido como sintonia do controlador,
parte das especificacdes de desempenho exigidas para um dado processo. Os métodos de sinto-
nia existentes variam muito de um para outro a depender do conhecimento que eles exigem do
processo dinamico.

Como sera mostrado, em um sistema de controle em malha fechada atuando sobre um
processo LTI do tipo SISO e com um controlador PID, certos critérios de desempenho podem
ser estipulados e definidos analiticamente na curva de resposta. Dessa forma, obtém-se um sis-
tema de equacdes ndo lineares que descrevem o quao proximo o sistema estd do comportamento

desejado.

2.2.1 Sistemas de Controle em Malha Aberta e em Malha Fechada

O controle em malha aberta esta presente em um sistema quando as agdes do controlador
nao sdo influenciadas pelo valor de saida. Noutras palavras, esses sistemas operam sem reali-
mentagdo e geram diretamente a saida em resposta a um sinal de entrada [22]. Um sistema de
controle em malha aberta consiste de um controlador G..(s) que atua em um sinal R(s) chamado
de entrada de referéncia, e cujo objetivo é tornar a saida a mais préxima possivel de R(s). O
sinal X (s), chamado de sinal de controle, é fornecido pelo controlador ao processo G/(s) junto
a um sinal de perturbagdo W (s) que surge naturalmente em qualquer caso pratico. A Figura

ilustra esse sistema de controle em um diagrama de blocos.

Figura 2.7. Diagrama de um sistema de controle em malha aberta.

0 e PR oy

Fonte: Autoria prépria.

A saida Y (s) do sistema da Figura[2.7)¢é dada por

V(s) = [X(5) + W()]G(5)
= R(8)G.(8)G(s) + W(s)G(s). (2.35)

Visto que € desejavel reduzir a diferenca entre a referéncia e a saida com a implementagdo
desse sistema de controle, pode-se definir o erro de rastreamento como um modo de avaliar a

performance do controlador. No caso do controle em malha aberta, esse erro € calculado da
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seguinte maneira:

E(s) = R(s) — Y (s)
= R(s)[1 — G.(5)G(s)] — W(s)G(s). (2.36)

A funcido de transferéncia de malha aberta, também conhecida como ganho de malha aberta,
pode ser obtida desconsiderando o sinal de perturbacdo e analisando a razdo entre a saida e a

entrada do sistema, como segue:

H(s) = = G.(5)G(s). (2.37)

O controlador G.(s) deve atuar de forma a rejeitar a perturbacdo W (s) e impedir que ela
atrapalhe a saida. Porém, perceba na Equacao que a influéncia da perturbagdo no erro de
rastreamento age de forma independente de G.(s), e se W(s) for grande o suficiente, ndo ha
nada que o controlador possa fazer para amenizar os efeitos negativos na saida. Esse é um dos
diversos motivos que torna a implementacao pratica desse tipo de controle invidvel.

A alternativa € usar um controle em malha fechada, onde o sistema possui um sensor que
mede o valor instantaneo da saida e realimenta esse sinal para realizar uma acao de correcdo e
tornar a safda igual ao sinal de referéncia. Neste caso, surge um novo sinal de perturbagio V' (s)

que interfere com a medi¢do do sensor utilizado, como mostra o diagrama da Figura[2.§]

Figura 2.8. Diagrama de um sistema de controle em malha fechada.

Vi(s)
Fonte: Autoria propria.
O principio da superposi¢do pode ser aplicado nesse sistema para obter a saida Y'(s)

através da soma das influéncias individuais de cada entrada, obtendo [[1,22]]
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O erro de rastreamento, entio, sera

E(s) = R(s) = Y(s)

= R(s)

14 Ge(s)G(s) V(s). (2.39)

Fazendo-se W(s) ~ 0 e V(s) ~ 0, obtém-se a funcao de transferéncia em malha fechada ou

ganho de malha fechada,
Y (s) _ Ge(s)G(s) .
R(s) 14 G.(s)G(s)

H(s) = (2.40)

A realimentacdo negativa amplia as possibilidades de ajuste no controlador para a con-
tengdo das perturbacdes. Na Equacdo (2.39), deduz-se que para reduzir a influéncia de W (s), o
ganho de malha aberta G(s)G.(s) deve ser o tdo grande quanto possivel. Ainda assim, o ruido
V() do sensor continuaria presente devido ao termo G.(s)G(s) no numerador da fragio que o
multiplica. Se uma andlise mais a fundo for feita acerca das frequéncias presentes em cada uma
dessas funcdes, revela-se que, de modo geral, sensores sdo mais susceptiveis a ruidos em altas
frequéncias, enquanto os distirbios da planta tendem a ocorrer em baixas frequéncias. Com
isso, deve-se projetar G(s) tal que o ganho de malha aberta seja maior em frequéncias baixas
para suprimir W (s), e menor em frequéncias altas para suprimir V' (s) [1].

Outra diferenga importante entre esses sistemas de controle € na questdo da estabilidade.
Por (2.37), é evidente que quaisquer polos do processo G(s) também serdo polos da fungdo
de transferéncia em malha aberta, indicando que um processo instavel operando sob esse tipo
de controle resultard em uma resposta igualmente instivel. No controle em malha fechada,
porém, isso ndo é necessariamente verdade. Sejam a(s), b(s), c¢(s) e d(s) polindmios de forma
que G(s) = b(s)/a(s) e G.(s) = c(s)/d(s). Entdo, a equagdo caracteristica da funcdo de

transferéncia em malha fechada é

Essa equag@o mostra que € possivel manipular os atributos do controlador de forma a eliminar
os polos instaveis do sistema. Isto é, a presenca de polos de G(s) no semiplano direito ndao o

impede de ser estabilizado pelo controle em malha fechada.
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2.2.2 Critérios de Desempenho no Dominio do Tempo

Durante e ap6s o projeto de sistemas de controle, testes devem ser realizados para verificar
se os critérios de desempenho necessdrios para a operacdo da planta estdao sendo atendidos ou
podem ser otimizados com ajustes nos parametros do controlador. Isso € feito submetendo o
sistema a uma entrada de teste e observando o comportamento da resposta para essa excitacao.
A funcdo a ser utilizada como entrada de teste é de escolha do projetista, mas geralmente sdo
escolhidas funcdes padronizadas seja qual for a aplicacdo, como impulsos, degraus, rampas,
pardbolas e senoides [26]. A Tabela mostra os principais sinais de teste utilizados e as
caracteristicas que podem ser extraidas a partir da resposta do sistema.

Testes de desempenho padrdes sdo normalmente definidos em termos da resposta ao de-
grau de um sistema, por ser o sinal mais facil de ser gerado e avaliado [22]. A funcio degrau
unitdrio, como definida em (2.24), tem 1/s como transformada de Laplace. Assim, a resposta

ao degrau de um sistema com funcdo de transferéncia H (s) é

Y(s) = . (2.41)

Aplicando o teorema do valor inicial da Equagao (2.16) na resposta ao degrau:

y(07) = lim sY'(s).
§—00
Mas sY (s) = H(s) e como todas as condi¢des iniciais de y(t) devem ser nulas para conservar
a linearidade do sistema, tem-se que

y(0") = lim H(s) = 0. (2.42)

S—00

H (s) é uma fung¢do racional e seu limite no infinito s6 serd zero quando o grau do polindmio do
denominador for maior que o grau do polindmio do numerador. Entéo, se y(t) corresponde a
saida de um sistema LTI, a func¢do de transferéncia do sistema de controle deve ser estritamente
propria.

A resposta ao degrau adiciona um polo na origem em H (s), e ao fazer a decomposi¢do

em fragdes parciais, serd obtido
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Tabela 2.1. Formas de onda de teste utilizadas em sistemas de controle.

Entrada Funcao Esboco Utilizacao

Resposta transitoria,

Impulso d(t) Modelagem
4
Resposta transitoria,
Degrau u(t) Erro em regime
4 5 permanente

Erro em regime
Rampa tu(l) 4 permanente

Erro em regime

1
Parébola —t2u(t)
2 permanente

Resposta transitoria,
Senoide  sen (wt)u(t) \/ T Modelagem, Erro em
’ regime permanente

Fonte: Nise [26].

em que C' € uma constante real cujo valor dependerd do comportamento da resposta no estado
estaciondrio. C'/s é a componente forcada da resposta ao degrau e, no dominio do tempo, tem-se
ys(t) = Cu(t).
O erro de estado estaciondrio e, € 0 valor de convergéncia do erro de rastreamento, € em

um processo operando sob um sistema de controle em malha fechada, sera calculado por

ae = lim e(t) = Jim [r(1) — y(1)].
Supondo a auséncia de polos instaveis em H (s) e que o controlador atua de forma que ey = 0,
a componente natural da resposta serd composta por uma soma de exponenciais decrescentes,
e o valor de y(t) no infinito serd determinado unicamente pela componente forcada. Entdo,
fazendo-se r(t) = u(t),

lim [u(t) — Cu(t)] =0 = C =1. (2.43)

t—o00
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Diante disso, tem-se que y(t) = u(t) é a componente de estado estaciondrio (ou for¢ada) da
resposta ao degrau.

Os principais critérios de desempenho usados para avaliar o sistema de controle pela curva
de resposta ao degrau sdo: o tempo de subida, o tempo de pico, a ultrapassagem percentual € o
tempo de assentamento. Nas defini¢des a seguir, y(t) é a resposta ao degrau do sistema e y; é
o valor de saida no estado estaciondrio (igual a 1, quando e s = 0).

O tempo de subida (¢,) é o tempo que o sistema leva para atingir as proximidades de
seu valor de referéncia. Frenquentemente € definida de duas maneiras: se o sistema for suba-
mortecido e, portanto, possuir uma maxima ultrapassagem, ¢, € medido entre 0% e 100% da
referéncia; ja se o sistema for superamortecido, logo sem ultrapassagem, mede-se ¢, entre 10%
e 90% da referéncia [22]]. No primeiro caso, ¢, € o instante em que a saida atinge o valor de

estado estaciondrio, portanto, pode ser caracterizado pela equagao

y(t,) = Yss. (2.44)

O tempo de pico (,,) € o instante em que a resposta atinge seu valor maximo e satisfaz a
equacao

Y (t,) = 0. (2.45)

A ultrapassagem percentual (M),), também chamada de overshoot, € o valor pelo qual a
forma de onda ultrapassa o valor em regime permanente no tempo de pico, expresso como uma

percentagem do valor em regime permanente. Assim, tem-se

M, = <y(my—_y> x 100%. (2.46)

Por fim, o tempo de assentamento (Z5) € o tempo necessdrio para os transitorios do sistema

terminarem e satifaz

y(t) = (1 1557 Yoo 2.47)

A margem delimitada por o depender da aplicagio, sendo que 1%, 2% e 5% sdo alguns valores
frequentemente usados.

Vale mencionar que a aplicac@o dessas equagdes deve ser feita com muito cuidado, pois
para uma dada curva de resposta, ¢,, t, € t; podem ndo ser os Unicos instantes em que suas

respectivas equagoes sdo vdlidas. Por exemplo, a derivada da resposta pode se anular em mo-



39

mentos diferentes de seu tempo de pico.

O tempo de subida e o tempo de pico sdo medidas da velocidade da resposta do sistema,
enquanto a ultrapassagem percentual e o tempo de assentamento medem a estabilidade e a
proximidade da resposta com o desejado. A Figura [2.9) mostra uma representagdo grafica de

cada um dos critérios de desempenho aqui explanados.

Figura 2.9. Interpretacio grafica dos pardmetros de desempenho na curva de resposta ao degrau.

y(t)A
i,,,
|
A | %%
1 Y
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B i
t tp ts t

Fonte: Autoria propria.

Sejam fi,, fip, fmp € fis funcdes advindas das Equagdes (2.44), (2.49), (2.46) e (2.47),

respectivamente, definidas para ys; = 1 por:

(

ftr = y(tr) —1

fo =9 (tp)
M

Fon =9t = (14 155

fomatt — (14 ).

Essas fun¢des serdo chamadas de fungoes de desempenho do controlador. Em sintese, especifica-

(2.48)

\

se t,, t,, M, ts e «, e analisa-se onde os polos e zeros de H (s) precisam estar localizados para
que a resposta real satisfaca as especificacdes desejadas. Os polos e zeros sao modificados atra-

vés de ajustes no controlador e, quando todos os critérios forem atendidos, tem-se o sistema de

equagées ftr = ftp = fmp = fts =0.

2.2.3 Controlador PID

Suponha que se deseja desenvolver uma expressdo matematica para um controlador que

realize o rastreamento do sinal de entrada independentemente das caracteristicas dindmicas do
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processo envolvido. Ele ndo precisa necessariamente ser o mais eficiente, mas deve cumprir as
premissas basicas que se espera de um controle em malha fechada. Agora, considere a atuagao
desse controlador a cada instante: inicialmente o erro € maximo, portanto, ¢ desejavel que o
sinal de controle também seja maximo, visando reduzir esse erro rapidamente; com essa acao, a
saida comeca a se aproximar do valor de referéncia e o sinal de controle deve reduzir conforme
1sso ocorre; por fim, a saida atinge a referéncia e o sinal de controle deve cessar juntamente ao
erro. Essa descricdo de funcionamento caracteriza o tipo mais simples de controle em malha
fechada, o chamado controle proporcional ou simplesmente controle P. O mesmo atua com o
objetivo de fornecer um sinal de controle proporcional ao erro do sistema, vinculando-os através
de uma constante de proporcionalidade K p, conhecida como coeficiente proporcional. Desse

modo, sua equacio no dominio do tempo € a seguinte:

x(t) = Kpe(t). (2.49)

A Figura [2.10] compara a resposta ao degrau para diferentes valores de ganho proporcio-
nal no controle de um processo de segunda ordem. Observe que o aumento de K p aproxima
a resposta da referéncia no estado estaciondrio e eleva a velocidade de resposta, mas, em con-
trapartida, também aumenta a amplitude das oscilagdes e faz com que os transitérios persistam
por mais tempo. Torna-se evidente que, apesar das vantagens desse controlador, como uma
resposta rapida e baixa complexidade, hd a necessidade de adicionar elementos dindmicos ou
compensadores a malha de controle para melhorar a estabilidade e as caracteristicas de erro do
sistema [/1]].

Figura 2.10. Curvas de resposta ao degrau do processo G(s) = (s? + 2s + 2) ! em sistemas de malha aberta e
de malha fechada com controle P para diferentes valores de ganho proporcional.

- - -Malha Aberta
Kp=1
—--=Kp=5
-=-Kp=10
—Kp =30

et

B

Fonte: Autoria prépria.
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A principal falha do controle puramente proporcional € a ndo garantia da convergéncia do
erro para zero, ou seja, ha um erro de estado estaciondrio. Este problema € resolvido com a in-
clusdo de um elemento que contabiliza os valores anteriores do erro do sistema para determinar
se ainda hé algum erro presente e que dé a devida compensagdo para zeréd-lo. Essas caracteris-
ticas procuradas sdo inerentes a um integrador e, em combinagdo com o controle proporcional,
formard o controlador proporcional integral (PI) ou ainda compensador de atraso, por levar em

conta valores passados do sinal de erro. Sua atuacdo € descrita pela equacao
t
z(t) = Kpe(t) + KI/ e(t)dt, (2.50)
0

na qual K é o coeficiente integral.

O gréfico da Figura [2.T1] apresenta as respostas do mesmo processo anterior, agora sob
o controle PI. Nota-se que o erro de estado estaciondrio é completamente eliminado e o valor
de K determina o qudo rdpido essa convergéncia ocorre. Porém, assim como no controle
proporcional, o aumento desse coeficiente causa uma resposta transitéria abrupta e agrava o
overshoot.

Figura 2.11. Curvas de resposta ao degrau do processo G(s) = (s? + 2s + 2) ! em sistemas de malha aberta e
de malha fechada com controle PI para diferentes valores de ganho integral e Kp = 5 fixo.

- - -Malha Aberta
K;=0,5
-=-K;=10
-=K; =50
—K; =80

+Y

Fonte: Autoria propria.

A problemética de conturbacdo transitéria promovida pelos ganhos proporcional e inte-
gral pede por uma ac¢do derivativa para ser corrigida. Um derivador fornece uma compensagao
negativa no sinal de controle caso o erro estiver reduzindo rapidamente, essencialmente suavi-
zando a curva de resposta. O controle proporcional derivativo (PD) utiliza a taxa de variagcdo

instantanea do erro para calcular uma estimativa de valores futuros para a saida do sistema e dar
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uma compensac¢ao para reduzir essa taxa conforme se aproxima da referéncia. Por esse motivo,
também é chamado de compensador de avango. Sua equagado € da forma:

de(t)
dt -’

em que K'p € o ganho derivativo.

Na Figura[2.12] sdo tragadas as curvas de resposta do mesmo processo sob o controle PD.
O aumento de K p reduz o overshoot e aumenta a velocidade de resposta, mas ndo corrige o erro
de estado estaciondrio. Além disso, aimplementagao do controlador PD deve ser condicionada a
auséncia de uma quantidade significativa de ruidos no sistema pois, em sistemas muito ruidosos,
as perturbacdes podem ser amplificadas pela acdo derivativa e gerar instabilidade no processo.
Essa desvantagem passa despercebida em um ambiente de simulacdo com processos ideais e

deve ser levada em consideragao na pratica.

Figura 2.12. Curvas de resposta ao degrau do processo G(s) = (s? + 2s + 2)~! em sistemas de malha aberta e
de malha fechada com controle PD para diferentes valores de ganho derivativo e Kp = 5 fixo.

y(t)A

- - -Malha Aberta
Kp=0,1
---Kp=05
-=-Kp=10
—Kp=5,0

+Y

Fonte: Autoria prépria.
Incorporando as trés agdes de compensacdo em um so sistema, obtém-se o controle PID,
cuja equacao no dominio do tempo €

de(t)
dt

t
x(t) = Kpe(t) + KI/ e(t)dr + Kp . (2.52)
0
Uma comparagdo entre as respostas dos controladores até agora tratados pode ser vista no
grafico da Figura[2.13] Partindo de um sistema de controle em malha aberta e comparando cada
sistema de controle com o anterior, percebe-se que o ganho proporcional acelera a resposta e

reduz o erro, o ganho integral elimina o erro de estado estacionério e o ganho derivativo melhora



43

a estabilidade do sistema.

Figura 2.13. Comparacio entre os diferentes tipos de controle em um mesmo processo.

y(t)A
------- p
——PI
- -PD
Ay —PID
a\
1 fr ~ Lo —
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Fonte: Autoria propria.

A transformada de Laplace de (2.52)) é calculada com base nas propriedades de derivagio

e integracao, obtendo a fungao de transferéncia do controlador PID:

_X(s) _ K
Go(s) = Bs) Kp+ ="+ Kps. (2.53)

A Figura expoe o diagrama de blocos desse controlador em um sistema de controle com
realimentagdo, enquanto a Tabela[2.2] apresenta a maneira como cada coeficiente influencia nas

especificacdes de desempenho da resposta ao degrau.

Figura 2.14. Diagrama de blocos de um sistema de controle em malha fechada com controle PID.
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Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 2.2. Efeitos do aumento de cada coeficiente do controlador PID na resposta do sistema.

Parametro t, t, M, ts €45 Estabilidade
Kp Reduz Reduz Aumenta Aumenta Reduz Degrada
levemente
Reduz ~ o
Ky Nao afeta Aumenta Aumenta Elimina Degrada
levemente
Kp Reduz Reduz Reduz Reduz Nao afeta Melhora para
levemente Kp pequeno

Fonte: Ang [128].

2.2.4 Funcoes de Desempenho de um Controlador PI em Sistemas de Primeira Ordem

Considere a equagdo diferencial que descreve um sistema de primeira ordem qualquer,

dx(t)
O dt

dy(t)

T ayy(t) =b

+ byz(t), (2.54)

em que ay, by e by sdo constantes reais e todas as condi¢des iniciais de z(t) e y(t) sdo nulas. Se

G(s) é a funcdo de transferéncia correspondente a este sistema, ela serd escrita como

_boS—f-bl
 sH4ay

G(s) (2.55)

Agora, serd estudada a resposta ao degrau de G(s) quando operando sob um controle em malha

fechada, de forma que G.(s) € a func@o de transferéncia do controlador PI:

K
Go(s) = Kp + ?I (2.56)

Substituindo (2.53) e (2.56) na equagdo de ganho de malha fechada em (2.40), chega-se

na expressao
boKp82 + (ble + boK])S + blK[
(1 + boKp)82 + ((llble + boK])S + blK] ’

H(s) = (257)

Conforme (2.42), a condigéo inicial y(0") = 0 s6 serd respeitada quando H (s) for estritamente
prépria, o que ocorre somente para by = (. Portanto, a andlise do desempenho do controlador

PI seré limitada para sistemas de primeira ordem do tipo

G(s) = (2.58)
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com b # 0, gerando a nova funcdo de transferéncia em malha fechada,

prS"i‘bK[
2+ (a+bKp)s +bK;

H(s) = (2.59)

Com base na ordem da funcdo de transferéncia obtida, supde-se que a resposta desse
sistema tenha caracteristicas similares aos exemplos da Secdo [2.1.5] de sistemas de segunda

ordem. Se p; e ps sdo os polos de H (s), tem-se que
(s —p1)(s —p2) = s> + (a +bKp)s + bK.
Ao expandir o polindmio da esquerda da igualdade, obtém-se o sistema

p1+p2=—(a+bKp)
(2.60)

p1p2 = bK.

Evidentemente, as solugdes deste sistema serdo as raizes da equagdo caracteristica dada por

s’ + (a+bKp)s + bK; = 0:

—(a+pr) + \/(a+pr)2 —4bK[
5 .

p1,p2 = (2.61)

O sinal do termo dentro da raiz em (2.61)) determinar4 o formato da componente natural da

resposta ao degrau do sistema, que sera descrita por uma das Equacdes (2.29)), (2.30) ou (2.34)).

J& a componente forcada da resposta ao degrau, como mostrado na Se¢o[2.2.2} € y;(t) = u(t).
Desde que p; e ps estejam localizados no semiplano esquerdo, as seguintes afirmagdes podem

ser constatadas:

* Se (a+ bKp)? — 4bK; < 0, os polos sdo conjugados complexos € a resposta € subamor-

tecida com equagao
y(t) = [1+4 2|r1|e” cos (wt + Arg {r1})] u(t); (2.62)

e Se (a+ bKp)* — 40K > 0, os polos sdo reais e distintos e a resposta € superamortecida
com equagao

y(t) = (14 rie”™ + re™"u(t); (2.63)
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 Se (a+ bKp)? — 40K = 0, os polos sdo reais € equivalentes e a resposta € criticamente

amortecida com equagao
y(t) = [1+ (r1 + rat)e™ ] u(t). (2.64)

Para determinar os valores dos residuos r; e ry, deve-se voltar a atencdo para a trans-
formada da resposta ao degrau. Nos dois primeiros casos, os polos sao distintos entre si e a

resposta ao degrau Y (s) poderd ser decomposta em fragdes parciais como segue:

|
Yis)= ——+ "2 4 (2.65)

s—D S — P2 S

Uma vez que H(s) e Y(s) possuem o mesmo numerador, pode-se realizar o produto de cada

residuo pelos fatores lineares das outras fragcdes, somar o resultado e igualar ao numerador de

(2.59), obtendo
r15(s — p2) +1r28(s — p1) + (s = p1)(s — p2) = bKps + bK].
Mas note que (s — p1)(s — pa) é simplesmente o polindmio do denominador de H (), portanto
r15(s — o) +1r18(s —p1) + s> + (a + bKp)s + bK; = bKps + bK,

que resulta no sistema de equagdes

T1 + Tro = -1
(2.66)
T1p2 + 2p1 = a.
Tendo em mente que p; # p», a solugdo deste sistema serd dada, na forma matricial, por:
—1

r1 1 1 -1

= . (2.67)
) P2 D1 a

Delineada uma forma de se calcular os polos e residuos a partir dos coeficientes do con-
trolador PI, as fun¢des de desempenho da curva de resposta ao degrau serdo utilizadas para

avaliar a performance do controle. Aplicando a transformada inversa de Laplace na Equacgdo
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(2.63), obtém-se a resposta ao degrau

y(t) = (1 + rie? + ryeP?"u(t), (2.68)

e ao substituir y(t) em (2.48), o seguinte sistema de equagdes é gerado:

p
fir(Kp, K1) = 1P 4 rgeP?” =0
ftp(KP, KI) = rlplepltp + 7,,2]926p2tp —0
M, (2.69)
fmp(Kp, K]) = Tlepltp + r26p2tp _ 1_03(’) -0
(Kp, Kp) = riefts frperts 1 )
L fis(Kp, K1) = 1€ 4+ ryeP?™s F o

Em suma, para um dado processo de primeira ordem G(s), as caracteristicas desejadas
para a resposta sdo estabelecidas de antemao, e cabe ao projetista encontrar os valores de K p
e K que tornam a curva de resposta a mais proxima possivel da desejada. Ou, com base na
reformulacio do problema aqui desenvolvida, busca-se a maneira mais eficiente de se resolver
o sistema de equagdes ndo lineares em (2.69) em fungdo de Kp e K. Os principais métodos a
serem utilizados serdo abordados na Sec¢ao

A Figura 2.15| mostra um exemplo dos valores das fungdes de desempenho em um pro-
cesso de primeira ordem para cada valor dos coeficientes PI dentro de um intervalo especifico.
O retangulo vermelho em cada gréfico da destaque para a regidao onde uma possivel solugcdo
para o sistema de equagdes pode ser encontrada, para Kp ~ 1 e K; ~ 4. Por se tratar de um
sistema sobredeterminado (com mais equagdes que incognitas), a probabilidade de existir uma
solu¢do dentro da precisdo requerida € amplificada quando apenas dois critérios de desempenho
sdo fixados.

2.2.5 Funcoes de Desempenho de um Controlador PID em Sistemas de Maior Ordem

Agora, procedimentos similares ao caso de primeira ordem serdo feitos para sistemas de
maior ordem, realizando as adapta¢des necessdrias. Seja G(s) um processo LTI de ordem n > 1

modelado pela equagdo diferencial e com funcdo de transferéncia

G(s) = b(s) _ bos™ + by1s" -+ b, 15+ by (2.70)
a(s) s+ a1s" N+ ags" 2+ -+ a, 15+ ay,’ '
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Figura 2.15. Valor absoluto das fungdes de desempenho do processo (s + 1)~* para uma variagdo continua dos
coeficientes K p e K com as especificagdes ¢, = 0,9 s,t, = 1,5 5, M), = 20% e t5 = 3,85 s para a = 2%.
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Fonte: Autoria prépria.

e seja G.(s) a fungdo de transferéncia de um controlador PID,

c(s)  Kps*+ Kps+ K;
d(s) s '

Ge(s) =

(2.71)

O ganho de malha fechada H (s) deste sistema, conforme a Equagéo (2.40), serd:

b(s)c(s)

) = Sd(s) + b(5)e®)

_ (ngn + blsnil + -+ bn,18 + bn)(KD82 + Kps + KI)
(bos™ +bys" 1+ +bp_15+b,)(Kps? + Kps+ Kr) + (s + a;s" 1 + ags" 2+ -+ a, 15+ a,)s

Antes de realizar as devidas simplificagdes na expressdo de H (s), uma anélise prévia dos
coeficientes resultantes no numerador e no denominador pode revelar informacdes importantes
quanto as restricdes necessarias sobre o processo para possibilitar um controle efetivo. Su-
pondo, em um primeiro momento, que todos os coeficientes ay e by, sejam nao nulos, H (s) serd

a razdo entre dois polindmios de grau (n + 2), cujo limite no infinito serd

. _ bKp
slggo H(s) = by

Porém, pela Equacéo (2.42), sabe-se que a condigéo inicial y(0*) = 0 serd validada somente
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quando esse limite tender a zero. Entdo, deve-se ter by = (0. Ainda assim, o limite se torna

bt Kp

lim H(s) = —————

M B = T Ky
o que também for¢a b; = 0 e, finalmente, o limite € zero. Dessa forma, o polindmio b(s) do
processo deve possuir grau menor ou igual a (n— 2). Outra maneira de interpretar essa restri¢ao
é que G(s) deve ter uma quantidade maxima de zeros igual a quantidade de polos menos dois.

Expressando os polindmios de H (s) em nota¢ao de somatdrio:
n+1
Z (Kpby, + Krbp_1 + KDka)SnH_k
H(s) = = , (2.72)

Z (ar, + Kpby, + Kby + KDka)SnH%
k=0

em que definem-se ap = 1, a, =0se k ¢ [0,n] e by = 0se k ¢ [2,n].
A equagdo caracteristica D(s) = 0 é uma equagdo polinomial de grau (n + 1), e se
P1,---,DPns1 S30 suas solugdes, e consequentemente os polos de H(s), entdo D(s) € escrito

como o produto dos fatores primos correspondentes a cada polo, como

n+1

D(s) =[] (s = p)- (2.73)
k=1

A ordem do sistema condiciona a complexidade dos célculos necessarios para a obtengdo desses
polos, e quando n for grande o suficiente, deve-se recorrer para métodos numéricos de deter-
minagdo das raizes de polindmios. Ainda assim, ndo estd claro o modo como os ganhos do
controlador afetam o posicionamento de cada um desses polos, logo, o que pode ser feito € bus-
car uma expressao genérica para cada um dos coeficientes do polinomio resultante do produtério
em e atingir um sistema de equagdes que relacionam esses polos com os coeficientes da

planta e do controlador.
A partir deste ponto, um conceito da dlgebra comutativa serd usado para simplificar a
notacdo durante os cdlculos. O produto da Equagao gera um polindmio no qual cada
um de seus coeficientes € um polinomio simétrico elementar (PSE), denotado por ¢, e definido

como a soma de todos os produtos de % polos distintos. Como exemplo, os trés primeiros termos
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e Sao
n+1 n+l n+l
e1(prs- s Ppt1) = E Djy ea(p1, .- Poy1) = E E Dj1Pjs s
J1=1 J1=1jz2=51+1
n+l n+l n+1
es(pr- - Pur1) = D > PiPiPis:
J1=1j2=j1+1 jz=ja+1
Trivialmente, sabe-se que e = 1, enquanto que, parak = 1,...,n+1, a seguinte generaliza¢io

pode ser obtida [29]:

e =ex(P,- o Pui1) = D Di D (2.74)

1<j1<<jp<n+l

Diz-se que ex(p1, .. .,pns1) € um PSE de grau & em (n + 1) polos. Utilizando esse conceito,

escreve-se a expansao do produto em (2.73)) como

n+1

D(s) =Y (=Dfex(pr,- -, pur1)s"F. 2.75)
k=0

Uma equivaléncia entre (2.75]) e o denominador de (2.72)) resulta no sistema de (n + 1)

equagdes nao lineares abaixo:

€1 = —(Cll + ble + bOK[ + bQKD)

€9 = Q9 +b2Kp +b1K[ +b3KD
(2.76)

| eny1 = (=) (ans1 + bpp1 Kp + by 1 K1 + b2 Kp).

Essas equacdes nio oferecem muita utilidade no momento e a relagdo entre os polos e os co-
eficientes do controlador permanece vago. Porém, ao adentrar na problematica dos métodos
numéricos de resolucdo, esse sistema se tornard de fundamental importancia.

Se todos os polos forem dois a dois distintos, a resposta ao degrau do sistema é expandida

em fracdes parciais no seguinte modo:

n 1
Y(s)= —— 4oL 42 (2.77)
sS—p1 §—=Pny1 S

O numerador da Equacgdo (2.72) pode ser expresso em termos dos residuos ao juntar as fracoes
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parciais acima, chegando em

n+1

N(s) = Z r;iN;(s) + D(s), (2.78)

em que cada N;(s) é um polindmio de grau (n + 1) composto pelo produto de todos os fatores
primos dos polos de Y'(s), com excecdo do que corresponde ao coeficiente ;. O termo D(s)
surge por conta da componente for¢ada 1/s, que adiciona o produto (s — p1) -+ (S — Ppy1) @0

numerador. Cada N;(s) serd dado por

n+1

Nj(s) =s H (s — pr). (2.79)
(=

A similaridade entre os produtérios das Equacoes e torna inevitavel a rea-
lizagdo de um paralelo entre as duas. Para algum j = 1,...,n, se o fator (s — p;) em D(s)
for substituido por s, obtém-se N;(s). Logo, ao expandir N;(s) na forma polinomial, o seu
k-ésimo coeficiente deve conter a soma de todos os produtos dos (k — 1) elementos p;, distintos,
com k # j. Felizmente, hd uma maneira simples de obter cada um desses termos pela derivada
de e, com relacdo a p;, na qual serd utilizada a notagio

aek ;
5o = et (DL P D Prs) = e (2.80)
Dj

para representar essa nova combinacdo [30]. Portanto, tem-se que

n+1
Ni(s) =Y (—1)kelsm1k, (2.81)
k=0

Substituindo (2.75)) em (2.78)) e expandindo D(s) com o somatdrio do denominador em (2.72):

ntl [ontl n+1
N(s) = T Z (_1>k€’gy)sn+1—k + Z (an + b K p + by 1 K + bk+1KD)s”+1—’f
j=1 L k=0 =0
n+1l [n+1 .
=S 0 e+ a o+ b K p o+ b Ky b K | R,
k=0 Lj=1

Uma associag@o entre a expressdo encontrada para N (s) e o numerador da Equacéo (2.72)
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origina o sistema de equagdes

( n+1
> rj+ag+boKp+ by K+ b Kp =bKp+ by K+ b Kp
j=1
n+1 .
— 5"t ay + b Kp 4 boKr + boKp = b Kp + boK; + by K
j=1

n+1
(=" Z e+ an + b, Kp + by 1 K1 + byy1 Kp = b, Kp + by 1 Kp + by Kp.

\ j=1

Entdo, a partir dos valores encontrados para os polos, calcula-se cada elemento e,(j_)l conforme

(2.80), para k,7 = 1,...,n + 1, e os residuos serdo determinados por:

- - — _71 - -

1 1 - 1 —ay
= eg.l) | egnirl) a_l : (2.82)
Tn+1 621) P (—1);‘“@”
Enfim, a resposta ao degrau € calculada pela transformada inversa de (2.77)),
n+1
y(t) =1+ e, (2.83)
k=1

e com base nas definicoes em (2.48), as fun¢des de desempenho para o controle PID de um

sistema de ordem n serdo:

( n+1

ftT(KpaKfu KD) = ZrkepktT =0
k=1

n+1
fio(Kp, Kp, Kp) =) riprets =0
k=1 (2.84)

n+1

M
mo(Kp, K7, Kp) = E L — )
f p( p, 1\g, D) £ Trr€ 100

n+1

(Kp, K, Kp) = s 2
fis(Kp, K1, Kp) ;Tke :F100
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2.3 Métodos de Resolucao de Sistemas de Equacoes Nao Lineares

Os procedimentos para encontrar a raiz de uma dnica funcdo de uma varidvel real sdo
simples. Se é conhecido um intervalo no qual a funcdo possui sinais opostos nas extremidades,
aplica-se um dos métodos fechados de resolucdo, que subdividem esse intervalo em parti¢cdes
cada vez menores e garantem a convergéncia para a raiz. Métodos como o da bissecao e regula
falsi entram nessa categoria. Quando ndo se tem conhecimento de tal intervalo, é necessério
aplicar um dos métodos abertos, que necessitam da escolha de um ou dois pontos iniciais para
comegar a busca pela raiz, e possuem certas condi¢des para garantir a convergéncia. Dentre os
principais métodos abertos, pode-se citar o método do ponto fixo, o método de Newton-Raphson
e o método da secante [31]].

Todavia, a resolucdo simultanea de vérias equacdes ndo lineares adiciona diversas cama-
das de complica¢do. Nao ha como ter certeza que uma solugdo para essas equacdes exista até
que ela seja encontrada, e ao contrdrio do caso unidimensional, ndo € possivel limitar a busca
pela solucdo a um intervalo especifico sem incertezas quanto a convergéncia [32]]. A estratégia
para solucionar tais sistemas, entdo, € iniciar a procura em um ponto em que as fungdes sdao
proximas de zero e utilizar um algoritmo que dé pequenos incrementos as varidveis até atingir
o critério de convergéncia.

Sistemas de m equagdes e n incdgnitas podem ser escritos, na notagao vetorial, como

F(x) =0, (2.85)

em que F: X — R™ é uma fungao vetorial, com X C R". Resolver o sistema € equivalente a
encontrar algum x € X que satisfaga a equacdo vetorial acima. Quando m < n, o sistema €
dito subdeterminado e, quando m > n, o sistema € dito sobredeterminado. Sistemas sobrede-
terminados, por terem mais restricdes que graus de liberdade, sao considerados mais dificeis de
serem resolvidos e € comum a ndo existéncia de solu¢des nesse caso.

Meétodos iterativos sdo, sem ddvidas, a maneira mais efetiva de encontrar uma solucao
de sistemas nao lineares. O processo iterativo consiste de um conjunto de procedimentos que
sdo repetidos vdrias vezes para encontrar uma soluc¢ao do sistema, caso existir. Isso € realizado

através de aproximacgdes sucessivas x(¥) para a solucio desejada, iniciando-se de um “palpite”
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inicial x(¥) e descrito por uma regra de iteragio
x(k+1) — G(X(k)),

em que G: Y — R™ é uma fun¢ao vetorial, com Y C R"™. A escolha de um bom “palpite”
inicial € crucial para a convergéncia do método. Essa decisdo costuma ser antecedida de uma
andlise detalhada acerca da natureza do sistema para obter uma boa aproximacao para a solu¢cdo
logo de inicio. A interrup¢do do processo iterativo ocorre mediante a um critério de parada pré-
estabelecido, que pode ser com base na convergéncia da varidvel para uma solu¢io aproximada,
na divergéncia da varidvel para valores ordens de magnitude acima do esperado, ou no nimero
de iteragdes ao fixar um limite méximo para este.

A seguir, dois métodos serdo apresentados para uma possivel aplicacdo na resolucdo dos
sistemas das fun¢des de desempenho: o método de Newton-Raphson e o método de Levenberg-

Marquardt.

2.3.1 Meétodo de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson € um método numérico iterativo comumente utilizado para
determinar as raizes de equacdes ndo lineares. Se f: X — R é uma funcido de uma variavel, em
que X C R,eT € R é um valor tal que f(Z) = 0, entdo, o método de Newton-Raphson de uma

varidvel é caraterizado pelo processo iterativo

f(a®)’

x(

para k > 0 inteiro e em que xy € um valor inicial que garante a convergéncia do processo desde
que |xo — T| seja suficientemente pequeno [33].

O método numérico supracitado também possui uma versao mais genérica que € aplicdvel
em sistemas de equacdes. Considere a Equacao (2.85) e faga m = n, obtendo um sistema de n
equagdes e n varidveis. Sejam fi,..., f,: X > R, com X C R", taisque F = (f1,..., fn).

Procura-se encontrar um vetor x = (z1, ..., z,) € R" de forma que

fl(,fl,...,.fn) = O

fn(xla e ,JTn) =0.
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/

/! /
Se x' = (2f,...,2),

) é uma aproximacdo para X solugdo do sistema, pode-se usar a
aproximacdo em série de Taylor de vdrias varidveis para representar cada fun¢do em torno de

x’ como segue:

MMWWMPJM$mw9+ziﬁ%%~w®m—%ﬂ+m

° dx;
=1

(2.86)

n
df,
/ / n / / /
fh(xl7""xn) ::f%(x17""xn)_+ § : {dm'(wla---7xn)($i’_ir0 + e
\ i=1 v
Assim como a série de Taylor de uma tnica varidvel, a representagdo acima reune infinitas
derivadas de F' com relacdo a x no ponto x’. Mas, se x’ estiver suficientemente préximo de X,

os termos de maior ordem podem ser desconsiderados € uma nova aproximagao para a raiz X €

obtida ao fazer F(x) = 0:

( d d
et & P - e ) - )
dfy, dfn
\—n@;uwanm;%m;uwmxm—m@+~-+£}u;nwmxm—xm,
que pode ser reescrito na forma matricial como
—F(x') =~ Jp(x')(x — X). (2.87)

Jr(x) é a matriz jacobiana de F com relagéo a x, definida da seguinte forma:

oh . 9h
8x1 8$n
Jp(x)=| ¢ .t |, (2.88)
Ofn . Ofn
8x1 8In

Baseando-se nessa proposi¢do, o método de Newton-Raphson para vérias varidveis define

a regra de iteracao

EHD) () _ [Je (X(k))}—l F (X(k>) : (2.89)

que converge quadraticamente desde que o valor inicial x(*) seja suficientemente préximo de X,

e que a matriz Jp (x(*)) seja inversivel numa vizinhanga V' contendo X [33].
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O maior ponto fraco desse método estd na quantidade de calculos necessdrios para a inver-
sdo da matriz Jg(x) a cada iteragdo, que aumenta substancialmente com a ordem do sistema de
equagdes. Outra desvantagem ocorre devido a provdvel ndo convergéncia caso o ponto inicial
estiver distante de uma solu¢@o. Apesar disso, o método de Newton-Raphson continua sendo o

principal método numérico aplicado em problemas de localizacdo de raizes [34].

2.3.2 Método de Levenberg-Marquardt

O método de Levenberg-Marquardt pode ser visto como uma variacdo do método de
Newton-Raphson, geralmente implementado em problemas de minimiza¢do por minimos qua-
drados. A aplicacao desse método requer uma reinterpretacao do problema inicial de solucionar
equacgoes ndo lineares. Ao passar os dois termos da Equagao para o mesmo lado da igual-

dade, o objetivo se torna minimizar a fun¢do S(x) obtida,

min S(x) = min %HF(X') +Jp(x)(x — X)) (2.90)

xER" x€Rn?

que sera chamada de funcdo objetivo, sendo ||.|| a norma euclidiana no R". Ela pode ser desen-

volvida da seguinte forma:
[F(x') + Je(x')(x = )] [F(x) + Ip(x) (x = x)]

[F(x’)TF(X’) + (x —x)JIp(xX)FE) +F(x)Jp(x)(x — x)

+ (x —x) " Tp(x) " Ip(x)(x — X)] .
A derivada de S(x) com rela¢do a x serd igual a zero em seu ponto de minimo, entdo:

F(x)Jp(x) + F(x)TJp(x) + (x — X)) Jp(x) 1 Ip(X) + (x — X )T Ip(x)TIr(xX) =0
Jr(x)TIp(X)(x — x') = —Jp(xX)TF(X).

A expressdo obtida acima consiste de um outro método numérico de minimizagdo, cha-
mado de método de Gauss-Newton, que sofre com problemas de convergéncia similares aos do
método de Newton, neste quando o produto JL.J € singular. Pode-se contornar esse obstdculo

ao introduzir um parametro \;, nas diagonais da matriz JLJ, resultando na expressio

[Jr(x)"Tp(x) + Nl (x —x') = =Jp(X)"F(x),
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que € a equacdo do método de Levenberg-Marquardt [[35,36]]. A\, é chamado de parametro de
damping e seu valor deve ser atualizado a cada itera¢do de forma que ele seja grande o suficiente
para proporcionar um decréscimo na fun¢do objetivo. Além disso, deve se aproximar de zero
nos estdgios finais do algoritmo, tendendo a dire¢do de Gauss-Newton [35]. Entdo, a regra de

atualizacdo por meio desse método se torna

X0 = x ) (3 ()" g (x¥) £ AL] T Ie (x9)TF (). (2.91)
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3 METODOLOGIA

Neste trabalho, realizou-se uma implementacdao computacional dos métodos de Newton-
Raphson e de Levenberg-Marquardt apresentados na Secdo [2.3| para solucionar os sistemas de
equacdes das fun¢des de desempenho de primeira ordem em e o caso geral em (2.84). Por
conseguinte, serd demonstrada a existéncia de um método analitico de sintonia de controladores
PID para o controle de sistemas LTI do tipo SISO de qualquer ordem com base em critérios de
desempenho.

As equagdes em questdo contém ndo linearidades originadas das func¢des exponenciais da
resposta ao degrau e suas resolucdes ndo podem ser feitas com relagdo aos residuos 7 € aos
polos py, afinal, seus valores operam sob as restricdes impostas pelas Equacdes e (2.82),
que limitam a liberdade de posicionamento dos polos no plano complexo. Os coeficientes K p,
K e Kp, portanto, sdo as verdadeiras varidveis de interesse nas implementacdes numéricas que
foram realizadas.

Ambos os métodos numéricos mencionados exigem o cilculo do jacobiano das fung¢des
de desempenho dos sistemas (2.69) e (2.84) com relacdo aos pardmetros que serdo ajustados
a cada iteracdo buscando a minimizacdo dessas fungdes. Mas ndo ha relagdes explicitas entre
essas fungdes e os coeficientes PID. O que foi obtido, porém, sdo os sistemas de equagdes
que relacionam os polos e residuos com os pardmetros do controlador implicitamente. Visto
que a forma como as funcdes variam a partir de mudangas nos polos e residuos é facilmente
alcancada, resta determinar como cada polo e residuo varia a uma mudancga nos coeficientes do
controlador.

No algoritmo desenvolvido, primeiramente, sdo feitas as escolhas dos critérios de desem-
penho e do método numérico a ser aplicado. A quantidade de critérios deve ser igual ao nimero
de coeficientes do controlador apropriado, para que componham um sistema com a mesma
quantidade de equacdes e incognitas. Depois, com um “palpite” inicial para os coeficientes do
controlador, inicia-se a primeira itera¢do e calculam-se os polos e residuos da resposta ao de-
grau. Apds isso, devem ser calculados os jacobianos das funcdes de desempenho com relagcdo
aos polos e aos residuos, e os jacobianos dos polos e dos residuos com relagao aos coeficientes
do controlador. Enfim, determina-se o jacobiano das fun¢des de desempenho com relacao aos
coeficientes do controlador pela regra da cadeia para fun¢des de vdrias varidveis. No final do
laco, aplica-se a regra de atualizacdo do método numérico correspondente e o novo valor das

fungdes de desempenho € analisado para determinar se o método deve ser interrompido por uma
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possivel convergéncia/divergéncia ou deve prosseguir para a proxima iteracao. O algoritmo esté
disposto na forma de um fluxograma e de pseudoc6digos com sintaxe similar a linguagem do

MATLAB [37]], software no qual se implementaram as simulacdes numéricas do algoritmo.

3.1 Jacobiano das Funcoes de Desempenho para Sistemas de Primeira Ordem

Levando em conta as consideragdes feitas para sistemas de primeira ordem da Se¢ao[2.2.4]
Seja F - (f17 f2)a cm que f17 f2 € {ft?‘7ftp7 fmp7 fts} € fl # f2’ € Seja K - (KP,K[). AO
definir P = (p1,p2) e R = (r1,72), tem-se que, o jacobiano de F com relagéo a K pode ser

obtido pela regra da cadeia a seguir:

Jr(K) = Jp(P)Jp(K) + Jr(R)Jr (K), (3.1)

nos quais Jp(P) e Jp(R) sdo os jacobianos de F com relacdo a P e R, respectivamente.
Ademais, Jp(K) € o jacobiano de P com relagdo a K e Jr (K) € o jacobiano de R com relagéo
a K.

Os jacobianos das fungdes de desempenho com relacio aos polos e aos residuos sdao ob-
tidos prontamente a partir do sistema em (2.69). Basta estabelecer quais dos quatro critérios
de desempenho serdao adotados para aprimorar a performance do controle e formar as matrizes
jacobianas a partir das derivadas de suas devidas fung¢des. As derivadas individuais de fi, fp,

fmp € [is serdo as linhas das matrizes

(?)J;;r 1ty epitr rot, P2 4
% _ (r1 + Tlpltp)epltp (ro + szgtp)epztp .
8(;0 gp rit,erite rot ,eP2ts

I a8J]C§t’s ] i ritsertts 1ot seP2ts i
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Ofu |

afl% ePitr epb2tr

0

% preft poeP2te

— . (3.3)

O fm

% epltp 6p2tp

O fis
I afl‘;l | I eplts eths |

Como um exemplo, se o projetista desejar obter um tempo de pico e uma ultrapassagem percen-
tual especificos, deve-se fazer F = (f,, fin,), excluir a primeira e a quarta linhas das matrizes
em (3.2) e em (3.3) e, assim, obter matrizes 2 x 2 que corresponderdo a Jg(P) ¢ a Jp(R),
respectivamente.

Os jacobianos remanescentes, Jp(K) e Jr(K), podem ser encontrados ao fazer uma
derivacdo implicita das equacdes que relacionam os polos e residuos com os coeficientes PI.

Derivando (2.60) com relagdo a Kp e a K e escrevendo o resultado na forma matricial, chega-

se em
Op Op
1 1 — —b
aKp aK] — 0
Opa Ops
— 0 b
P2 D1 oKy 0K, J
Jp(K)
que equivale a
—1
1 1 -b 0
Jp(K) = : (3.4)
D2 D1 0 b

Note que a matriz inversa acima € igual a atingida para calcular os valores dos residuos, na
Equacao (2.67)).

Por fim, derivando (2.66) com relacdo a K p, obtém-se

87"1
0 0 (&1
OKp| 4 = 0.

87"2 8]92 apl
P2 P 5K, 0Kp OKp

——

OR

oK

T

A matriz em destaque representa a primeira coluna de Jg (K), enquanto a segunda coluna vem
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a tona ao trocar a varidvel de derivacdo para K;. Portanto, ao isolar as derivadas, tem-se que

( -1

OR 1 1 0 0 1
OKp Dy P Opa  Op .
2 D1 2
0Kp 0K
S r i (3.5
OR B 1 1 0 0 1
OK; Opa  Opy .
{ b2 p1_ _8 K, _8 K, 2
e o jacobiano dos residuos é
[OR  OR
JrK)=|m—F+ —|. 3.6
v = |55 ok, (3.6)

3.2 Jacobiano das Funcoes de Desempenho para Sistemas de Maior Ordem

Nesta parte, serd mostrada uma generalizacio dos calculos da secdo anterior para sistemas
LTI de ordem n > 1, e valem as considerac¢des da Segﬁo Seja F = (f1, f2, f3), em que f,
fae fspertencema{ fi, fip, frmp, f1s} € sd0 dois a dois distintos, e seja K = (Kp, K, Kp). De-
finindo P = (p1,...,pne1) e R = (1,...,741), aplica-se a mesma regra da cadeia da Equa-
¢o (3.1)) para calcular o jacobiano de F em relagdo a K, com a diferencga nas dimensdes das ma-
trizes envolvidas. Neste caso, tem-se que Jr(K) € M;,3(R), Jp(P),Jr(R) € M5y (n41)(C)
e Jp(K),Jr(K) € M(,11)x3(C). Embora as matrizes resultantes da regra da cadeia possam
ter elementos ndo reais, a simetria conjugada do produto entre elas ird garantir que o resultado
final seja uma matriz real.

A matriz P de polos é composta pelas raizes do polindmio D(s) e serdo determinadas nu-
mericamente pela fungdo ROOTS do MATLAB. O célculo da matriz R, por sua vez, pode ter sua

notagdo simplificada introduzindo o jacobiano do vetor de polindmios simétricos elementares

(é1,...,€e,41) com relagdo a P, definido por

[ De dey | [ |
L 1 1 1
op1 apn+1
Oes Oes 0 (n+1)
a_ o .. a 61 .. 61

J.(P)=| P Pr+l | = : (3.7)
Oeni1 . dent1 ORI
L Ipy Opni1d L A
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que resume a Equacdo (2.82)) para

R =[J.(P)] " A, (3.8)
em que
T
aj
A= _ . (3.9)
(=1 a

A existéncia da matriz inversa de J.(P) estd condicionada a uma distin¢@o entre todos os

(n + 1) polos, isto porque

det[J.P)= [ —p), (3.10)
1<i<j<n+1
que é chamado de determinante de Vandermonde, cujo valor € zero se, e somente se, existir
quaisquer p; = p; para ¢ # j. A demonstracdo dessa proposicdo vai além do escopo deste tra-
balho, mas caso o leitor se interessar por mais detalhes, confira o trabalho redigido por Lascoux
e Pragacz em [38]].
De maneira similar ao caso de primeira ordem, J¢(P) e Jg(R) serdo formadas, respecti-

vamente, pelas linhas das matrizes

80];;’” Tltrep“‘” - rn+1tr€pn+ltr
% (ri +ripitp)eP™ o (rpgr + Tagipagaty)ePr
= (3.11)
% Tltpepltp - rnHtpep"“tP
i O;J;t)s | ] Tltseplts A Tn+1ts€p"+1ts |
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aftT‘ epltr .. epn+ltr
OoR
% plepltp Ce pn+1€pn+1tp
R | _ , (3.12)
% epltp . e epn+ltp
R
afts eplts .. epn+1ts
| OR i i

de acordo com as derivadas das equagdes em (2.84). Agora, porém, somente uma das linhas é
removida das matrizes para gerar os jacobianos, visto que trés critérios de desempenho devem
ser estipulados para o controlador.

Enquanto o sistema em € ndo linear, ao derivar todas suas equacdes com relacdo a
um dos coeficientes PID, por exemplo K p, obtém-se equagdes lineares com relacao as derivadas

Opr/OK p, como mostrado abaixo:

( Oer _ Oey Opy T der Opni1 _
OKp  Op; OKp Opnt+1 OKp -
Oesy . % op1 N dey a10n+1 —
OKp 0Op1OKp Opnt+1 OKp ? (3.13)
Oeni1  Oeny1 Ops Oent1 Opni1 n+1
= = (=1)" by
{ OKp op1 OKp a]0n+1 OKp

Se, ao invés de K p, derivar-se cada ey, por K; ou K p, encontra-se um sistema similar a (3.13),
tendo como diferencas a varidvel de diferenciacdo das derivadas de p; e o coeficiente do lado
direito de cada equagido, que serd by_; ou by na k-ésima equagdo. As derivadas Oey/Op;,
portanto, permanecem as mesmas, de forma que os trés sistemas obtidos podem ser expressos

pelo produto entre os jacobianos J.(P) e Jp(K) no lado esquerdo da igualdade e pela matriz

B = . ' ' (3.14)

(_1)n+1bn+1 (_1)n+1bn (_1)n+1bn+2

no lado direito. Dito isso, deduz-se que

Jp(K) = [J.(P)] ' B. (3.15)
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Neste ponto, ao continuar a seguir os procedimentos feitos nos sistemas de primeira or-
dem, deve-se derivar o sistema que associa os residuos com os coeficientes do controlador com
relacdo a K. Esse sistema equivale a Equagdo na forma matricial, mas ao aplicar a deri-
vada nessa expressdo, dentre os termos emergentes, estdo a derivada de uma matriz com relagdo
a um vetor, algo que necessitaria do uso de dimensdes superiores e elementos tensoriais para
manter o rigor matemadtico. Para evitar eventuais complicagdes, deriva-se (3.8) com relacdo a
somente um dos coeficientes PID e deduz-se as outras duas a partir do resultado de uma, visto
que as diferencas entre elas serdo minimas e evidentes. No final, Jg (K) serd composta pela
concatenacdo das derivadas resultantes ao longo de suas colunas.

Derivando (3.8)) com relagdo a K p:

R 0J.(P)_ OR _, 03.(P)
Je(P)aKP + aKP R = 0 = aKP = [ e(P)] WR (316)

O célculo acima foi realizado primeiro passando a inversa do jacobiano para o lado esquerdo da
igualdade e, depois, aplicando a derivada com relacdo a K p pela regra do produto. As matrizes
J.(P) e R ja sdo conhecidas, enquanto a derivada do jacobiano situada entre eles ainda ndo
foi determinada. Serd mostrado a seguir que, ao derivar individualmente cada elemento desse
jacobiano e desenvolver o resultado, a k-ésima linha dessa matriz pode ser expressa como a
transposta do produto de uma matriz com todas as derivadas de segunda ordem do polindmio

er com o vetor de derivadas de P com relacdo a Kp:

ok () o ()|
oK 0 oK opn
3Je(P)_ P . P1 ‘ P 'P+1
0Kp ) ’ )
8 <a€n+1 > 8 <8en+1 >
LOKp \ Op1 OKp \ Opny1/
i 8261 6p1 bt 6261 8pn+1 o 6261 8p1 N 8261 6pn+1 i
op? OKp Opn+10p1 OKp Op10pn+1 OKp op2,, OKp
d%ens1 Om %ent1 Opnt1 Deny1 Opr %ent1 Opni1
op3 OKp Opn+10p1 OKp Op10pn+1 OKp opr ., OKp |
OP opP 17
= Hel(P)% Henﬂ(P)% )

Cada H,, (P) serd chamada de matriz hessiana de e, com relacdo a P e suas componentes
sdo as derivadas de segunda ordem d%e;/dp;Op;, com i,j = 1,...,n + 1. Em primeiro lugar,

se i # j, pode-se tomar como base o comportamento da primeira deriva¢do na Equacdo (2.80) e
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afirmar que uma segunda derivacdo resultaria na soma de todos os produtos de (k—2) polos, dois
a dois distintos, e diferentes de p; € p;, combinacdo esta que serd denotada por e,(jf%. Contudo,
se ¢ = j, estaria se derivando por p; um polindmio em que todas as instancias desse polo foram

removidas durante a primeira derivacao e seria obtido zero. Algebricamente:

92 ) . 0, sek=1ouit=j
ge )|
Pi0P; Pi e,(jf%, caso contrario.
Logo, H., (P) é a matriz nula (n + 1) x (n + 1), enquanto que, para k = 2,...,n + 1,
[ 1,2 1n+1) |
0 612—2) T 612—2 )
(2,1) (2,n+1)
e 0 ... e
H, (P)=| "7 2 (3.18)
n+1,1 n+1,2
g o

A forma das matrizes hessianas € indiferente quanto a varidvel de diferenciacdo escolhida
no inicio dos célculos, pois uma alteracio nesse quesito so afetaria o segundo termo durante a
aplicagdo da regra da cadeia em 0J.(P)/0Kp. Em outras palavras, uma substitui¢io de Kp
por K7 ou por K na Equagao (3.16) e no desenvolvimento da derivada de J.(P) manteria a

validade dessas igualdades. Assim sendo, obtém-se

(01.(P) [ OP oP r
aKP - _H€1<P)% H€n+1(P)8KP
0J.(P) [ oP apr
_ 9t 3.19
or; M Plgg, He.. (P)ax, G19
0J.(P) [ oP oP r
ok, (M Wr, o Hen Pl

e, finalmente, a expressao para o jacobiano dos residuos:

In(K) = |- 0. SR e

L, 83.(P)

1 0J.(P)
0K

R - [Je(P)] aKD

R} . (3.20)
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3.3 Algoritmo de Sintonia de Controladores PID pelos Métodos de Newton-Raphson e
Levenberg-Marquardt

O algoritmo de sintonia proposto recebe como argumentos a func¢io de transferéncia da
planta (G(s)), obedecendo as restricdes impostas nas Sec¢oes e os critérios de de-
sempenho desejados para a resposta ao degrau do sistema (%, t,,, M), t5, ), o valor inicial para
os coeficientes do controlador PI ou PID (K(%), 0 método de resolucio das equacdes nio linea-
res e algumas especifica¢des do critério de parada. A estrutura do algoritmo compde um lago no
qual se realizam os incrementos do método iterativo escolhido sobre os coeficientes do contro-
lador e, mediante ao atendimento de um dos critérios de parada, o valor de K na dltima iteragdo
€ retornado, caso uma solucdo for encontrada. Caso contrério, o retorno € uma mensagem de
erro indicando o motivo da falha.

Nos critérios de parada, adotou-se uma tolerancia e > 0, para quando K for tal que
IFE)[ <, (3.21)

indicar que os critérios de desempenho estdo suficientemente proximos do desejado. Além
disso, limitou-se o tempo de execucdo do programa estabelecendo um nimero maximo de ite-
racdes N, > 0. Se este for atingido, pode ser necessdrio alterar o “palpite” inicial ou reduzir
a tolerancia, sem garantia de sucesso quando ndo houver certeza da existéncia de uma solugao.

A implementag¢do computacional de grande parte do algoritmo € bastante direta em softwa-
res especializados como o MATLAB. A maior complexidade, a nivel de programacao, estd no
célculo de cada um dos PSE’s que compdem as matrizes jacobianas e hessianas. Para descom-
plicar a obtencdo desses polindmios, considere o exemplo abaixo de um PSE de grau 3 em 4

polos:

e3(p1, P2, P3, P1) = P1P2pPs + P1D2Ps + P1P3Pa + PaDsDa
= p1(paps + Papa + P3pa) + Dapspa

= prea(pa, P3, Pa) + Pae2(ps, pa).

Nessa expressdo, os polos p; e po multiplicam PSE’s de grau 2 contendo os respectivos polos
que os sucedem. Esse comportamento segue nos PSE’s de grau 2, obtendo-se o produto dos

polos com PSE’s de grau 1. Generalizando, um PSE de grau £ contém nele PSE’s de grau
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(k — 1), estes que contém PSE’s de grau (k — 2), e assim por diante. Com essa propriedade
em mente, o Algoritmo [I] mostra uma implementag@o recursiva para o cdlculo do PSE de grau

k nas variaveis do vetor P.

Algoritmo 1 Polindmio Simétrico Elementar

function PSE(product, P, k)
if K == 0 then
return product

1:

2

3

4: sum =0

5: n = LENGTH(P)
6 for:=1tondo

7 sum = sum + PSE(product * P(i), P(i+1:n), k — 1)
8

return sum

Fonte: Autoria prépria.

Com o auxilio dessa fung¢do, o cdlculo das matrizes jacobiana e hessianas torna-se trivial.
Conforme a Equagio (3.7), o kj-ésimo elemento de J.(P) é um PSE de grau (k—1) no conjunto
de polos obtido ao retirar o j-ésimo polo. Essa defini¢do é explorada no Algoritmo 2, em que
a variavel J, é inicializada como uma matriz n X n de zeros, e o calculo de cada um de seus
elementos envolve uma chamada da fungdo PSE() com os argumentos apropriados. A matriz

retornada corresponderd ao jacobiano J.(P).

Algoritmo 2 Jacobiano dos Polindmios Simétricos Elementares

1: function PSEJACOBIAN(P)
2 n = LENGTH(P)

3 Je = ZEROS(n, n)

4: for k=1tondo

5: for j = 1tondo
6

7

8

S=[P(1:j—1);P(j+1:n)]
Je(k,7) =PSE(1, S, k — 1)

return Je

Fonte: Autoria prépria.

De forma semelhante, no caso dos hessianos, para calcular o 7j-ésimo elemento de H,, (P),
retiram-se os polos de indice ¢ e j e calcula-se o PSE de grau (k — 2) sobre esse conjunto, vide
a Equacao (3.18). Ademais, pela propriedade de simetria das matrizes hessianas, e,(f’j ) = eg 28
os elementos abaixo da diagonal principal sdo equivalentes aos elementos que estdo acima, o
que reduz a quantidade de célculos pela metade. O Algoritmo[3]inicializa He como uma matriz
tridimensional com dimensdes n X n X n, chama a fun¢do PSE() quando necessério e retorna

as n matrizes hessianas dos PSE’s.
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Algoritmo 3 Hessiano dos Polindmios Simétricos Elementares

1: function PSEHESSIAN(P)
2 n = LENGTH(P)

3 He = ZEROS(n, n, n)
4 for k =2tondo

5: for i = 1tondo
6

7

8

9

for j =1tondo
if 7 < j then
S=[PQ:i—1;P@GE+1:5—1);P(G+1:n)
: He(i, j, k) = PSE(1, S, k — 2)
10: else if 7 > j then
11: He(i,j, k) = He(j,1,k)
12: return He(:, :, 1),..., He(:, :, n)

Fonte: Autoria prépria.

E importante salientar que a varidvel n dos Algoritmos e|3|ndo corresponde a ordem
da planta, afinal, se G(s) é de ordem n, a fun¢do de transferéncia em malha fechada operando
sob um controle PID tem (n + 1) polos, quantidade esta que define a ordem do jacobiano e dos
hessianos.

Com relagdo aos métodos numéricos, uma opg¢ao entre duas regras de atualizacdo do
vetor K s@o oferecidas pelo algoritmo, a primeira correspondente a Equacdo (2.89) do mé-
todo de Newton-Raphson (NR), e a segunda correspondente a Equacdo (2.91) do método de
Levenberg-Marquardt (LM). Apds testes preliminares com alguns dos parametros de damping

recomendados em [35,39], optou-se pela expressao
M = F(K)'F(K) (3.22)

para integrar a regra de atualiza¢do do método LM.

A Figura [3.1] apresenta o fluxograma do algoritmo para a sintonia do controlador. Vale
lembrar que somente dois (para um controlador PI) ou trés (para um controlador PID) dos
critérios de desempenho podem ser delimitados por vez. Uma forma simples de informar ao
programa quais deles ndo devem ser considerados € atribuir um valor de referéncia que os
parametros jamais assumiriam em um caso real, como 0 ou —1, e adicionar esse condicional nos
blocos constituintes que dependem dessa informacao. A fung¢do ROOTS do MATLAB calcula
as raizes do polindmio do denominador da Equacgdo (2.72)) e atribui o resultado ao vetor P.

Apesar da teoria de sistemas de primeira ordem ter sido apresentada separadamente, a

fim de facilitar o entendimento, nao ha necessidade de um algoritmo exclusivo para estes casos.
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Isto porque, ainda que ndo hd mencdo explicita dos PSE’s e de seus jacobianos e hessianos,
eles estdo presentes nas equacgdes da Secdo 3.1, de forma andloga as equagdes de sistemas de
ordem n. Essencialmente, basta fazer n = 1 nas equagdes do caso genérico e retirar a terceira
coluna dos jacobianos com relacdo a K, por conta da auséncia do termo derivativo nos sistemas

de primeira ordem.

Figura 3.1. Fluxograma do algoritmo proposto.

Entrada: G(s),t,,t,, M, ts, &, €, Niqy, K, Método
n = ordem de G(s)
Inicializar a; e b;, parai =0,...,n+ 1 ‘
‘ Inicializar A e B conforme Equagdes (3:9) e (3:14) ‘
. —{ K = K — [Je(K)"Jp(K) + \Is] ' Je(K)TF(K)
n+1 B T
P — ROOTS <Z [ai + BK(1) + b K(2) + b,;HK(3)]s"+“> k=k+1 M = F(K)'F(K)
i=0 LM
i 1 NR .
J.(P) = PSEJACOBIAN(P) K=K — [J(K)] 'F(K) Método?
R =[J.(P)]"'A T
Tr(K) = Jp(P)Tp(K) + Je(R)In(K)
Computar F(K) = (f1(K), f2(K), f3(K)), onde fi, T
f2 e f3 sdo as fung¢oes de desempenho correspondentes B I2(P), Jo(K), I (R) & In(K) pel
aos critérios recebidos e definidas pela Equagdo omputar Jg (1), Jp(X), Jr °Jr SR
s Bquagoes (11, £12), 13, GT9) e G0)
Nio Nio

H., (P),...,H.,, (P) = PSEHESSIAN(P)

Sim Sim
Saida: ’Limite de
iteracdes atingido’

Saida: K

!

Fim

Fonte: Autoria prépria.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Testes do algoritmo foram efetuados em trés funcdes de transferéncia escolhidas arbitra-
riamente, de primeira, segunda e quarta ordem. Em cada teste, analisaram-se trés combinacdes
distintas de critérios de desempenho e fixou-se a margem do tempo de assentamento em o = 2%
para todos os casos. A tolerAncia optada foi de ¢ = 102 e o nlimero maximo de iteracdes N,
foi escolhido de acordo com a ordem do sistema, sendo 10* para o sistema de primeira or-
dem e 200 para os sistemas de segunda e quarta ordem, devido a maior quantidade de calculos
realizados por iteracdo nesses dois dltimos.

Para analisar a performance do algoritmo de sintonia, primeiramente, estabeleceram-se
varios valores iniciais para os coeficientes do controlador e, em um espago cartesiano, exibiu-
se como esses coeficientes sdo alterados apds cada iteracdo. Assim, o caminho tracado pelos
métodos numéricos em cada combinagdo de critérios foi facilmente visualizado, o que propor-
ciona uma intui¢ao quanto as diferentes estratégias de otimiza¢dao dos métodos NR e LM, como
o tamanho do passo e a taxa de convergéncia. Tabelas com a precisdo, o tempo de execucao e o
numero de iteragdes em cada caso estio dispostas para uma andlise quantitativa da performance
do algoritmo. Além do mais, tracaram-se as curvas de resposta ao degrau em cada ponto de
convergéncia obtido para determinar a corretude do resultado.

Em segundo lugar, estudou-se a taxa de convergéncia dos métodos quando a curva de
resposta do sistema ja possui parametros de desempenho préximos do desejado no ponto ini-
cial. Com isso, buscaram-se indica¢des para um aumento na taxa de convergéncia ao fazer uma
sintonia prévia do controlador por algum dos métodos cldssicos, como tentativa e erro ou 0s mé-
todos de Ziegler-Nichols, e usar o resultado dessa sintonia como “palpite” inicial do algoritmo

desenvolvido, com o intuito de minimizar o erro.

4.1 Primeiro Caso: Sistema de Primeira Ordem

O primeiro sistema tem como funcao de transferéncia

G(s) = 4.1)

e a aplicagcdo do algoritmo visou sintonizar um controlador PI operando sobre esse processo.
As combinagdes de critérios de desempenho foram: tempo de subida e tempo de assentamento;

tempo de pico e ultrapassagem percentual; tempo de pico e tempo de assentamento.
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Os gréaficos da Figura mostram os resultados da simulagdo com K iniciando a par-
tir de dezesseis pontos uniformemente distribuidos, para os critérios de desempenho listados
acima de cada gréafico. As linhas que conectam cada ponto representam o caminho tragado pelo
algoritmo de uma iteragdo para a outra € o mapa de cor constitui o valor assumido pela norma
das funcdes de desempenho para uma variacdo continua de Kp e K;. A tabela do Apéndice A
expoe detalhadamente os dados coletados durante a execu¢do do programa, enquanto a Tabela

M.T|mostra as informagdes gerais de performance do algoritmo.

Figura 4.1. Caminho tracado pelo algoritmo nos métodos NR e LM para o sistema de primeira ordem, tendo
K© € {0,4;1,8;3,2;4,6} x {1,6;7,2; 12,8; 18,4} como pontos iniciais.

| t.=2st, =45 | | t,=3s,M,=2% t,=3s,t,=4s

Newton-Raphson Newton-Raphson Newton-Raphson

o
ot
ot

<
—
(%]
98]
-
o
f=]
—
%]
w
iy
w
f=1
—
%]
w
'S
o

Kp Kp Kp

Levenberg-Marquardt Levenberg-Marquardt Levenberg-Marquardt

20

ot
ot
[e11

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Kp Kp Kp
[ TS [ TS [ TS
0% 102 107! 10° 0% 1002 10! 10° 10 10? 10! 10°
[|(for(Kp, K1), fis (Kp, K1) [[(fip (K p, K7, founp (K p, K1) [|(fip(Kp, K1), fis (K p, Kp))|
Testes bem sucedidos ® Ponto inicial --—=- Passo do algoritmo
Testes com falha ® Pontoinicial = -oo- Passo do algoritmo

Fonte: Autoria prépria.

Pela andlise dos graficos, nota-se de imediato uma diferenca intrinseca entre 0s passos
dos dois métodos. A distancia entre os pontos de iteracdes consecutivas do método NR tende
a ser maior, e a convergéncia ¢ atingida em menos iteragdes, em comparacdo ao método LM.
Porém, por ser mais direto, o método NR € menos preciso, sendo comum divergir quando o

ponto inicial estd distante de uma solu¢do. O método LM, em contrapartida, € mais robusto e
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Tabela 4.1. Performance do algoritmo de sintonia do controlador no sistema de primeira ordem.

t,=2s,t;,=4s t, =3 s, M, =2% t,=3s,t;, =4s
NR LM NR LM NR LM
Precisiao 21/64 58/64 18/64 64/64 16/64 36/64
Tempo médio de execucio (ms) 4,02 167 1,64 51,1 1,47 209
Nimero médio de iteracoes 4,90 1254 5,67 430 4,63 1564
Tempo médio de execucio por iteracdo (ms/iter) 0,819 0,133 0,289 0,119 0,318 0,134

Fonte: Autoria prépria.

tem um tempo de execugao por iteragcdo menor, provavelmente devido aos cédlculos com valores
menores na obtengdo da inversa da regra de atualizacdo, mas, no total, leva um tempo maior
para atingir a convergéncia por conta do alto nimero de iteragdes. Nos pontos em que o método
LM nao encontra uma solug¢do, como visto na terceira coluna de graficos, um aumento no limite
de iteragdes deve ser o suficiente para corrigir essa falha.

Ainda na Figura[d.1] é perceptivel que cada um dos critérios gera um sistema de equagdes
com multiplas solugdes para a tolerancia escolhida, visivel nas regides mais claras dos mapas
de cor. Entretanto, encontrar uma soluc¢do para o sistema de equacdes ndo significa que os
critérios de desempenho sdo atendidos, ja que as fungdes de desempenho dao espaco para uma
interpretacdo erronea dos parametros na curva de resposta. Para esclarecer essa proposicao, a
Figura 4.2l mostra as curvas de resposta de todas as solu¢des encontradas a partir dos dezesseis
pontos iniciais.

Figura 4.2. Curvas de resposta ao degrau alcangadas conforme a sintonia do algoritmo para o sistema de primeira
ordem.

‘ t,=2s,t,=4s ‘ ‘ t, =3 s, M, = 2% ‘ ‘ t,=3s,t,=4s
y(t)a y()a y(t)
—K = (0,958;1,60) N —K = (1,18;1,62) —K = (0,951;1,52)
Ao e K=(0956:653)|  |& | K = (1,55,10,5) [ o K = (0,793;17,8)
gy e K =(0,955:16,4)|  |it | K = (1,60;89,5) HE
i —--K = (0,956;31,2)
!
1 U S . . y
’ i +2% T i T 1o%
| | |
| | |
I I I
I I I
| | |
| | |
| | |
| | |
I I I
! S | | >
0 4 t 0 3 4 t

Fonte: Autoria propria.
Na primeira combinacdo de critérios, quatro diferentes curvas de resposta sdo obtidas pela
sintonia do algoritmo, mas somente uma delas atende aos critérios corretamente. Todas as cur-
vas permanecem dentro da margem de +2% apGs o tempo de assentamento escolhido de 4 s,

mas somente a curva em preto tem um tempo de subida de 2 s, pois as outras trés ja ultrapas-
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saram a referéncia antes desse instante. Observe que as quatro curvas t€ém aproximadamente o
mesmo coeficiente proporcional, mas coeficientes integrais distintos, € o aumento de K; inten-
sifica as oscilagcOes e eleva a velocidade de resposta, fazendo com que cada curva passe pelo
ponto (2; 1) em diferentes semiciclos da oscilagdo. Na segunda e terceira combinagdes, nova-
mente, somente a curva em preto atende a todos os critérios adequadamente, ja que o tempo de

pico das outras curvas ocorrem antes do desejado.

Para concluir a andlise do caso de primeira ordem, fixou-se K(©' = (1;2), que gera
uma curva de resposta com as especificagdes 1 = 1,57 s, t](,o) = 2,36 s, M,SO) = 6,70% e

A 3,73 5. A convergéncia do algoritmo foi investigada quando os critérios estabelecidos

estdo dentro de uma margem de +20% dos pardmetros de desempenho no ponto inicial. A

Figura[4.3]apresenta os resultados desses testes.

Figura 4.3. Convergéncia dos métodos no sistema de primeira ordem para 400 valores distintos dos critérios de
desempenho em cada combinagio, com K9 = (1;2).

Tempo de subida e Tempo de pico e Tempo de pico e
tempo de assentamento ultrapassagem percentual tempo de assentamento

1,2

M, /M
5
00000000000000000000

0,8
0,8 1,0 1,2 0,8 1,0 1,2 0,8 1,0 1,2
t /1) t/ty) t/ty)

Convergéncia dos métodos para critérios de desempenho na coordenada especificada
© Ambos convergem © Somente LM converge Nenhum converge

Fonte: Autoria prépria.

No primeiro e terceiro grificos, solu¢des foram encontradas em grande parte dos pontos
por ambos os métodos, com excecdo de alguns nos quais somente o método LM convergiu,
localizados na fronteira da regido em que ambos falharam. No segundo grafico, os dois métodos
obtiveram solugdes para todos os critérios testados. Obviamente que ndo se pode generalizar
a alta taxa de convergéncia desse caso particular para quaisquer valores dos parametros de
desempenho, mas pela simplicidade da funcdo de transferéncia de primeira ordem e pelo alto
grau de liberdade que o controlador PI oferece, sintonizar com antecedéncia o controlador até
obter uma resposta ndo muito distante dos critérios desejados aumenta bastante a probabilidade

de encontrar uma solucao por ao menos um dos métodos.
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4.2 Segundo Caso: Sistema de Segunda Ordem

A funcdo de transferéncia de segunda ordem escolhida € a seguinte:

1

GO = ot

4.2)

Nesta situagd@o, o algoritmo inclui o termo derivativo nos ajustes para possibilitar a restri¢ao
de trés critérios de desempenho simultidneos e os graficos estdo dispostos em trés dimensoes.
As combinacgdes de critérios sdo: tempo de subida, tempo de pico e ultrapassagem percentual;
tempo de subida, tempo de pico e tempo de assentamento; tempo de pico, ultrapassagem per-
centual e tempo de assentamento.

O gréfico tridimensional, agora necessario para visualizacdo dos trés coeficientes, impos-
sibilita a inser¢do de um mapa de cor como na Figura 4.1, mas ndo torna invidvel a andlise dos
métodos puramente pelos caminhos tragados. A Figura 4.4 mostra esses caminhos quando o
algoritmo inicia em 8 diferentes pontos do grafico Kp x K; X Kp. Os detalhes dos testes si-
mulados estdo na tabela do Apéndice B e as informacdes gerais de performance estdo na Tabela

42

Figura 4.4. Caminho tragado pelo algoritmo nos métodos NR e LM para o sistema de segunda ordem, tendo
K© € {0,1;4,9} x {0,1;4,9} x {0,1;4,9} como pontos iniciais.

[t =155, =25M,=5% | [ tr=1st,=2st=5s ty =28, M, =15%,t, =5 s

Newton-Raphson Newton-Raphson Newton-Raphson

Testes bem sucedidos ~ ® Ponto inicial -——-Passo do algoritmo  ® Ponto de convergéncia

Testes com falha ® Ponto inicial ——-Passo do algoritmo

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 4.2. Performance do algoritmo de sintonia do controlador no sistema de segunda ordem.

t, =1,58,t, =25, M, =5% t,=1s,t,=2s,t,=5s t, =28, M, =15%,t, =5s
NR LM NR LM NR LM
Precisao 22/64 52/64 29/64 44/64 6/64 64/64
Tempo médio de execugio (ms) 398 1160 303 937 250 972
Niimero médio de iteracdes 5,95 54,9 7.28 435 5,17 455
Tempo médio de execucdo por iteragio (ms/iter) 66,8 21,1 41,6 215 484 214

Fonte: Autoria prépria.

As mesmas caracteristicas observadas no caso anterior sdo vistas aqui. O método NR ¢é
mais veloz e menos preciso, enquanto o método LM sacrifica a rapidez por uma confiabilidade
maior na obten¢do do resultado. Mesmo limitando o nimero de iteragdes para um valor 50
vezes menor que os testes de primeira ordem, o tempo de execucdo total dos métodos € bem
maior, dado que em toda iteracdo, as matrizes jacobianas envolvidas t€m uma dimensao a mais.

Das multiplas solucdes obtidas (algumas fora do intervalo de visibilidade dos graficos),
nem todas condizem com os critérios desejados, como se vé na Figura .5 No primeiro gra-
fico, somente uma solucdo € encontrada e ela respeita seus respectivos critérios. No segundo,
curiosamente, nenhuma das quatro respostas estd correta. As curvas preta e verde ndo atendem
o tempo de pico estabelecido, e as curvas azul e vermelha extrapolam a margem de 2% apés o
suposto tempo de assentamento. No terceiro grafico, a curva preta tem parametros satisfatorios,
enquanto a curva vermelha ndo atende o tempo de assentamento. Esta tltima curva também tem
um comportamento distinto das outras, por originar de um K com valor negativo, que explica

a presenca de um undershoot inicial.

Figura 4.5. Curvas de resposta ao degrau alcangadas conforme a sintonia do algoritmo para o sistema de segunda
ordem.

| tr=15st,=285M,=5% | | tr=1st,=28t,=55 | | t,=28M,=15%t, =55
y(t)A y(t)A y(t) 4
—K = (2,94;3,23;0,750)] —K = (8,89;3,96; 2,29) —K = (2,97;5,78;1,48)
------- K = (3,37,34,5;13,5) e K = (2,105 0,915; —0,999)
------- K = (4,31;32,1;12,7)
o5 & —-—K = (94,5;0,616;5,77)
5L _____
N i V2 i ) 7 +2%
I e YU 1 -
Do i 1 1 1
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | > 0 | | >
0 152 t 5 t 2 5 t

Fonte: Autoria prépria.

Escolhendo-se o ponto inicial K(*) = (1;2;0,5), cuja resposta é caracterizada por 9 =

2,51 s, tj(oo) = 3,46 s, Mz(,o) =79"%¢e £ = 4,86 s, os graficos da Figurailustram 0s pontos
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de convergéncia do algoritmo para critérios de desempenho dentro de uma margem de +20%
dos iniciais.

Figura 4.6. Convergéncia dos métodos no sistema de segunda ordem para 500 valores distintos dos critérios de
desempenho em cada combinagio, com K(© = (1;2;0,5).

Tempo de subida, Tempo de subida, Tempo de pico,
tempo de pico e tempo de pico e ultrapassagem percentual e
ultrapassagem percentual tempo de assentamento tempo de assentamento

1,2 1,2 1,2

M, /MO
N
[

0,8 0,8 0,8 4

1,2 1,2
0,8 1,0 0,8 1,0 7 0,8 1, E
L0 4, 08 1t 1,0 0 0 1,0 0

: ! : 8 o 12 08
t, /9 bl t, /1O bl £/t M,/M

Convergéncia dos métodos para critérios de desempenho na coordenada especificada
© Ambos convergem @ Somente LM converge © Somente NR converge Nenhum converge

Fonte: Autoria prépria.

Na maioria dos pontos desses graficos, ou ambos convergem ou somente o método LM
converge. Os pontos amarelos do gréifico estdo em minoria e provavelmente ocorrem devido a

limita¢do no ndmero de iteracdes, que prejudica o método LM por convergir mais lentamente.

4.3 Terceiro Caso: Sistema de Quarta ordem

O 1ltimo sistema testado no algoritmo possui a fun¢do de transferéncia

s+ 2,5
(s+1)(s+2)(s+3)(s+4)

G(s) = 4.3)
Os graficos serdo similares aos de segunda ordem, assim como as combinacdes de critérios.

Os graficos com os caminhos percorridos pelo métodos iterativos com a fun¢do de trans-
feréncia de quarta ordem se encontram na Figura 4.7] e os dados coletados durante os testes
estdo apresentados na tabela do Apéndice C e na Tabela[d.3]

Ao analisar esses graficos e tabelas, a impressao inicial € que o método NR é mais efi-
ciente neste caso de maior ordem, superando o método LM tanto em precisdo quanto em ve-
locidade. Mas isso se deve ao fato que o nimero méaximo de iteragdes foi mantido o mesmo
dos testes no sistema de segunda ordem, e claramente o método LM precisaria de um aumento

considerdvel nesse limite, o que elevaria o tempo de execugdo. Na Figura € possivel ver
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Figura 4.7. Caminho tracado pelo algoritmo nos métodos NR e LM para o sistema de quarta ordem, tendo
K© € {0,1;19,9} x {0,1;19,9} x {0,1;9,9} como pontos iniciais.

‘tr=1,5s,tp=28,Mp=5% ‘ ‘ t, =18,t,=28,t,=5s t,=2s,M, =15%,t;, =5 s

Newton-Raphson Newton-Raphson Newton-Raphson

40 0 K,

Levenberg-Marquardt Levenberg-Marquardt

Testes bem sucedidos  ® Ponto inicial -——-Passo do algoritmo  ® Ponto de convergéncia
Testes com falha ® Ponto inicial ---Passo do algoritmo

Fonte: Autoria prépria.

Tabela 4.3. Performance do algoritmo de sintonia do controlador no sistema de quarta ordem.

t, =1,58,t, =2s, M, =5% t,=1s,t, =2s,t, =5s t, =258, M, =15%,t, =5s
NR LM NR LM NR LM
Precisio 43/64 30/64 50/64 29/64 19/64 35/64
Tempo médio de execugéo (ms) 261 2060 285 2250 310 1750
Niimero médio de iteracoes 4 100 5,70 112 7,11 85,5
Tempo médio de execugdo por iteragio (ms/iter) 65,4 20,5 50,1 20,1 43,6 20,4

Fonte: Autoria prépria.

que nos caminhos em que o método LM falha, os passos do algoritmo estavam direcionando os
coeficientes para um dos pontos de convergéncia em um ritmo lento, até ser interrompido no
meio do procedimento. Fora isso, todas as outras caracteristicas observadas no caso de segunda
ordem aparecem aqui, como a disparidade entre os comprimentos de passo e entre 0s tempos
de execu¢do dos métodos.

As curvas de resposta com os coeficientes sintonizados se encontram na Figura4.8] Em
todos os gréficos dessa figura, as curvas em preto atendem corretamente aos seus respectivos
critérios, enquanto as curvas em vermelho falham em ao menos um dos critérios.

Para analisar a convergéncia de um unico ponto inicial para diferentes critérios impostos,

escolheu-se K(©) = (67,3517; 84,1896, 13,4703), cuja resposta no dominio do tempo é caracte-
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Figura 4.8. Curvas de resposta ao degrau alcancadas conforme a sintonia do algoritmo para o sistema de quarta
ordem.

| tr=15st,=285M,=5% | | tr=1st, =28t =55 | | ty=25M,=15%t,=5s
y(t)a y(t)A y(t) 4
—K = (20,42;14,51;4,548) | — K — (27,69 36,73; 13,95) —K = (22,02;26,38; 8,041)
------- K = (38,35;15,19;11,75) K = (18,18;7,253; —2,864)
1,05 1,15 +---—- .

T 1 7 - +2% 1 al ;:i:2%
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| | | | | | o |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
(. | | | | |
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| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | > | | | > 0 | | >

0 152 t 0 1 2 5 t 2 5 t

Fonte: Autoria prépria.

rizada pelos parametros #9 = 0,534 s, téo) = 0,938 s, MISO) =44,5% e tgo) = 4,07. O resultado
¢ mostrado na Figura[d.9

Figura 4.9. Convergéncia dos métodos no sistema de quarta ordem para 500 valores distintos dos critérios de
desempenho em cada combinacio, com KO = (67,3517; 84,1896; 13,4703).

Tempo de subida, Tempo de subida, Tempo de pico,
tempo de pico e tempo de pico e ultrapassagem percentual e

ultrapassagem percentual tempo de assentamento tempo de assentamento

1,2 1,2 1,2

08 08 08
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t, /tg'[)) tv/tg))

Convergéncia dos métodos para critérios de desempenho na coordenada especificada

© Ambos convergem @ Somente LM converge © Somente NR converge Nenhum converge

Fonte: Autoria prépria.

Nesses graficos, fica clara a superioridade do método NR dentro das particularidades
desse caso em especial, com uma alta taxa de convergéncia. Porém, levando em conta as com-
paragdes realizadas até aqui, ndo € incorreto supor que quanto maior o valor atribuido a N,,,,,
mais dos pontos amarelos da Figura4.9|se tornariam azuis. Como uma unica execugdo do pro-
grama ja estd na casa dos segundos quando o método LM ¢ escolhido, como indica a Tabela
4.3 aumentar o limite de iteragdes inviabiliza a realiza¢do de centenas de testes consecutivos,

mas é recomendado se o objetivo € sintonizar o controlador apenas para um caso particular.
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5 CONCLUSAO

Conforme as proposicdes iniciais, este trabalho realizou defini¢cdes analiticas na curva de
resposta ao degrau de sistemas LTI operando sob o controle PI/PID. Essas defini¢des se deram
a partir de critérios de desempenho no dominio do tempo, e o jacobiano das funcdes de desem-
penho com relacdo aos coeficientes do controlador integrou o passo iterativo dos métodos de
Newton-Raphson e de Levenberg-Marquardt. Um algoritmo foi apresentado a fim de sintonizar
o controlador automaticamente para um dado processo, com base nos critérios de desempenho
estabelecidos e nas especificagdes do procedimento iterativo.

Os testes com o sistema de primeira ordem mostraram que ambos os métodos numéricos
encontram uma soluc¢ao com relativa rapidez devido a simplicidade dos cdlculos, desde que a
tolerancia imposta ndo impacte negativamente na existéncia de uma solu¢do em regides proxi-
mas dos pontos iniciais. Nos sistemas de maior ordem, os trés graus de liberdade do controlador
foram aproveitados para instituir trés critérios simultineos sobre a resposta, mas isso elevou a
exigéncia computacional e criou inconvenientes quando multiplos testes sdo realizados de ma-
neira sequencial, seja para varios pontos iniciais ou para varias combinacdes de critérios. O
aumento da complexidade do sistema também pareceu condicionar a convergéncia do método
LM para um valor mais alto no nimero maximo de iteragdes.

Em geral, certos cuidados devem ser tomados ao utilizar o algoritmo. O método NR
tende a convergir rapidamente, mas estar proximo da solu¢do é uma condicdo geralmente ne-
cessdria para evitar uma divergéncia, o que mostra a importancia de uma sintonia prévia para se
aproximar da regido de convergéncia. O método LM € mais robusto, porém necessita de mais
iteracOes para atingir o resultado. Uma tolerancia muito baixa prejudica a performance de am-
bos, pois reduz as chances de existir uma solucdo para o sistema. A verificacdo dos pardmetros
de desempenho na curva de resposta de solugdes individuais € essencial para confirmar o cor-
reto atendimento dos critérios, pois a existéncia de multiplas solu¢des pode ser uma ocorréncia
comum em certos casos.

A primeira proposta para trabalhos futuros € encontrar uma forma de direcionar os passos
iterativos do algoritmo para solu¢cdes que atendam corretamente aos critérios, e assim evitar
falsos positivos. Isso provavelmente pode ser alcangado ao estabelecer restricdoes extras nas
fungdes de desempenho, mas isto exigiria a utiliza¢do de métodos de otimizag@o mais avangcados
que impdem essas restricdes em seus calculos.

Segundamente, hd a possibilidade explorar a aplicagdo de métodos numéricos voltados
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para resolucdo de sistemas sobredeterminados, como os métodos de regido de confianga em
[36]. Assim, seria possivel impor quatro critérios de desempenho simultaneamente mesmo
com os trés graus de liberdade do controlador PID. Também seria interessante investigar o
comportamento do algoritmo quando as fun¢des de desempenho sdo redefinidas a partir de
critérios diferentes dos aqui apresentados, como por exemplo, os critérios de erro integral em
[10,11].

Em terceiro lugar, devem-se buscar adaptacdes no algoritmo para problemas mal escala-
dos, isto €, quando hd uma grande desproporcionalidade entre as colunas ou linhas da matriz
jacobiana. Essa adversidade ocorre frequentemente em fungdes de transferéncia modeladas a
partir de casos préticos, e algumas sugestdes para o0 método de Levenberg-Marquardt se encon-
tram em [35]].

Por dltimo, o uso modelos de redu¢do de ordem pode reduzir significativamente a quanti-
dade de calculos realizados pelo programa em sistemas de ordem elevada. A aproximacao por

polos dominantes € um dos candidatos para esse empreendimento [1,40].



[1]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[10]

[11]

81

REFERENCIAS

FRANKLIN, Gene F.; POWELL, J. David; EMAMI-NAEINI, Abbas. Sistemas de Con-

trole para Engenharia. 6. ed. Porto Alegre: Bookman, 2013.

ASTROM, K.; HAGGLUND, T. PID Controllers: Theory, Design, and Tuning. 2. ed.

Research Triangle Park, NC: Instrument Society of America, 1995.

JELALI, Mohieddine. Control Performance Management in Industrial Automation: As-
sessment, Diagnosis and Improvement of Control Loop Performance. 3. ed. London:

Springer, 2013.

O’DWYER, Aidan. Handbook of PI and PID Controller Tuning Rules. 3. ed. London:

Imperial College Press, 2009.

LEVINE, William S. The Control Handbook: Control System Fundamentals. 2. ed. Col-
lege Park, MD: CRC Press, 2011.

ZIEGLER, J. G.; NICHOLS, N. B. Optimum Settings for Automatic Controllers. Transac-
tions of the ASME, Vol. 64, p. 759-768, 1942.

ASTR(")M, K.: HAGGLUND, T. The future of PID control. Control Engineering Practice,
Vol. 9, p. 1163-1175, 2001.

BORASE, Rakesh P.; MAGHADE, D. K.; SONDKAR, S. Y.; PAWAR, S. N. A review
of PID control, tuning methods and applications. International Journal of Dynamics and

Control, Vol. 9, p. 818-827, 2021.

MANN, G. K. I.; HU, B. -G.; GOSINE, R. G. Time domain based design and analysis of
new PID tuning rules. IEE Proceedings - Control Theory and Applications, Vol. 148, N.
3, p. 251-261, 2001.

SAHRAIAN, Masood; KODIYALAM, Srinivas. Tuning PID Controllers Using Error-
Integral Criteria and Numerical Optimization. American Institute of Aeronautics and As-

tronautics Meeting Papers on Disc, p. 237-246, 1996.

ZAN, Vilém; KUBICEK, Karel; CECH, Martin. Design of robust PI controller by com-
bining robustness regions with time-domain criteria. IEEE 27th International Conference

on Emerging Technologies and Factory Automation (ETFA), p. 1-8, 2022.



82

[12] RAD, A. Besharati; LO, Wai Lun; TSANG, K. M. Self-Tuning PID Controller Using
Newton—Raphson Search Method. IEEE Transactions on Industrial Electronics, Vol. 44,
N. 5, p. 717-725, 1997.

[13] ASTROM, K.: PANAGOPOULOS, H.; HAGGLUND, T. Design of PI Controllers based
on Non-Convex Optimization. Automatica, Vol. 34, N. 5, p. 585-601, 1998.

[14] EL-HAMID, Ahmed S. Abd; EISSA, Ahmed H.; RADWAN, Aly M. Levenberg-
Marquardt’s Algorithm used for PID Controller Parameters Optimization. International

Journal of Engineering Research, Vol. 4, N. 6, p. 286-290, 2015.

[15] BAZANELLA, Alexandre Sanfelice; CAMPESTRINI, Luciola; ECKHARD, Diego.
Data-Driven Controller Design: The Hy Approach. [S.1.]: Springer, 2012.

[16] HO, Ming-Tzu. Synthesis of H., PID controllers: A parametric approach. Automatica,
Vol. 39, p. 1069-1075, 2003.

[17] KIM, Tae-Hyoung; MARUTA, Ichiro; SUGIE, Toshiharu. Robust PID controller tuning
based on the constrained particle swarm optimization. Automatica, Vol. 44, p. 1104-1110,

2008.

[18] LEE, Chia-Ling; PENG, Chao-Chung. Analytic Time Domain Specifications PID Control-
ler Design for a Class of 2" Order Linear Systems: A Genetic Algorithm Method. IEEE
Access, Vol. 9, p. 99266-99275, 2021.

[19] LEE, Chia-Ling; PENG, Chao-Chung. Performance Demands based Servo Motor Speed
Control: A Genetic Algorithm Proportional-Integral Control Parameters Design. Interna-

tional Symposium on Computer, Consumer and Control (IS3C), p. 469-472, 2020.

[20] HORNG, Huey-Yang. Design of the Second-Order Controller by Time-Domain Objective
Functions Using Cuckoo Search. In: DEL SER, Javier; VILLAR, Esther; OSABA, Eneko.

Swarm Intelligence - Recent Advances, New Perspectives and Applications. London: In-

techOpen, 2019. p. 101-113.
[21] HAYKIN, Simon; VAN VEEN, Barry. Sinais e Sistemas. Porto Alegre: Bookman, 2001.

[22] DOREF, Richard C.; BISHOP, Robert H. Sistemas de Controle Modernos. 11. ed. Rio de
Janeiro: LTC, 2011.



83

[23] ALEXANDER, Charles K.; SADIKU, Matthew N. O. Fundamentos de Circuitos Elétri-
cos. 5. ed. Porto Alegre: AMGH, 2013.

[24] SIEBERT, William McC. Circuits, Signals, and Systems. Cambridge, MA: MIT Press;
New York: McGraw-Hill, 1986.

[25] PHILLIPS, Charles L.; PARR, John M. Signals, Systems, and Transforms. 4. ed. Pearson
Prentice Hall, 2008.

[26] NISE, Norman S. Engenharia de Sistemas de Controle. 6. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2013.

[27] OPPENHEIM, Alan V.; WILLSKY, Alan S. Sinais e Sistemas. 2. ed. Sdo Paulo: Pearson
Prentice Hall, 2010.

[28] ANG, Kiam Heong; CHONG, Gregory; LI, Yun. PID Control System Analysis, Design,
and Technology. IEEE Transactions on Control Systems Technology, Vol. 13, N. 4, p.
559-576, 2005.

[29] MACDONALD, I. G. Symmetric Functions and Hall Polynomials. 2 ed. London: Oxford

University Press Inc., 1995.

[30] BAKER, Frank B.; HARWELL, Michael R. Computing Elementary Symmetric Functions
and Their Derivatives: A Didactic. Applied Psychological Measurement, Vol. 20, N. 2, p.
169-192, 1996.

[31] CHAPRA, Steven C.; CANALE, Raymond P. Numerical Methods for Engineers. 7. ed.
New York: McGraw-Hill, 2015.

[32] PRESS, William H.; TEUKOLSKY, Saul A.; VETTERLING, William T.; FLANNERY,
Brian P. Numerical Recipes. 3. ed. New York: Cambridge University Press, 2007.

[33] FRANCO, Neide Bertoldi. Cdlculo Numérico. Sdao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2006.

[34] BURDEN, Richard L.; FAIRES, J. Douglas. Numerical Analysis. 9. ed. Boston, MA:

Cengage Learning, 2010.

[35] BENATTI, Kléber Aderaldo. O Método de Levenberg-Marquardt para o Problema de
Quadrados Minimos Ndo Linear. Dissertacao (Mestrado em Matemética) - Setor de Cién-

cias Exatas, Universidade Federal do Parana. Curitiba, p. 106. 2017.



84

[36] YUAN, Ya-xiang. Trust Region Algorithms for Nonlinear Equations. Conference on Sci-
entific Computation, Hong Kong, 1994.

[37] MATLAB R2022a. Natick, MA: The MathWorks, Inc., 2022. Disponivel em: https:

//www.mathworks.com/products/matlab.html. Acesso em: 10 nov 2022.

[38] LASCOUX, Alain; PRAGACZ, Piotr. Jacobians of Symmetric Polynomials. Annals of
Combinatorics, Vol. 6, p. 169-172, 2002.

[39] UMAR, A. O.; SULAIMAN, 1. M.; MAMAT, M.; WAZIRI, M. Y.; ZAMRI, N. On dam-
ping parameters of Levenberg-Marquardt algorithm for nonlinear least square problems.

Journal of Physics: Conference Series, Vol. 17340, 012058, 2021.

[40] SCHILDERS, Wilhelmus H. A.; VORST, Henk A. van der; ROMMES, Joost. Model Or-
der Reduction: Theory, Research Aspects and Applications. [S.1.]: Springer, 2008.


https://www.mathworks.com/products/matlab.html
https://www.mathworks.com/products/matlab.html

85

APENDICE A - Tabela com os dados coletados durante a execucao do programa para o

sistema de primeira ordem.

t.=2s,t;=4s t, =38, M, = 2% t,=3s,t, =4s
NR LM NR LM NR LM
N K© Tegec  Niter K’ Tegee  Niter K’ Tegee  Niter K’ Tegee  Niter K’ Tezec  Niter K' Tezec  Niter K’
4:16) 164 2 (095816) 661 3 (095%159) 67 3  (1,18162) 311 4  (1,18:1,62) 654 3 (095152 219 3  (0951;1,52)
(1.6) 146 1 (095:1,6) 0704 1 (0969;161) 0715 1  (L17:1,62) 0405 1  (LIT:1.62) 071 2 (0.949:152) 059 2 (0.95:152)
16) 192 3 (0.956:16) 4,13 4 (0956;1,59) 576 3 (1L18;1,62) 122 3 (L1T;161) 491 3 (0945152) 567 4 (0,948152)
516) - - - 332 8 (0956:16) - - - 153 7 (1,18;162) - - - 289 9 (0,948;1,52)
216) - - - 481 20 (0.957;16) - - - 181 13 (117:1,62) 121 7 (019,462) 684 23 (0.943;1,52)
16) - - - 699 56  (0,955159) - - - 276 25 (1,18;1,62) - - - 815 64 (0,948;152)
:1,6) - - - 21,5 162 (0,956;1,59) - - - 3,84 43 (1,18;1,62) - - - 11,8 155  (0,948;1,52)
16) - - - 104 450  (0.94159) - - - 585 67 (L16161) - - - 21 309 (0,951;1,52)
44) 884 5 (0,955653) 34 14 (0,956,653) - - - 575 40  (1,1516) 0831 3  (019;4,62) 0651 3  (0,19:4,62)
44) 179 5 (0956:653) 671 410 (0.956;16) - - - 422 38 (118,162) - - - 137 10 (0,19:4,62)
- - - 207 172 (0957;16) - - - 366 32 (LI7:;1,62) 224 8  (0,191:462) - . -
) - - - 20,6 139 (0,955;1,59) - - - 3,36 30 (1,18;1,62) - - - 15,6 151 (0,952;1,52)
1) - - - 17 165 (0955,1,59) - - - 345 34 (LI7;161) - - - 12 163 (0.949:1,52)
44) - - - 252 261 ;1,6) - - - 3,93 46 (1,18:1,62) - - - 21,2 233 (0,947;1,52)
44) - - - 543 496 (0955:159) - - - 53 64 (118:162) - - - 376 354 (0.949;152)
44) - - - 102 998 (0957:16) - - - 935 89 (1,18;1,62) - - - 446 525 (0.952;1,52)
;7,2) 2,2 3 (0,956;6,53) 1,36 3 (0,965;6,54) 2,17 5 (1,55;10,5) 33,6 161 (1,18;1,62) - - - - - -
72) 127 2 (0957:653) 0984 3 (09556.53) 172 6  (1,55105) 208 156 (1,18:1,62) - - - - - -
:72) 215 5 (0959;653) 17 4 (0955653) 335 23 (1,6:895) 208 150 (L16;1,6) - - - - - -
72) - - - 1448 (0955;653) - - - 211 146 (117:162) - - - - - -
7.2) - - - 352 21 (0956:653) - 3 3 168 148 (117:1,62) - 2 2 3 2 3
:72) - - - 1600 8352 (0,955;159) - - - 233 159 (1,18:1,62) - . - 188 1673 (0,948;1,52)
6:72) - - - 559 5622 (0,955;159) - - - 141 178 (1,16;1,61) - - - 17 1271 (0,932;1,51)
1 7.2) - - 591 6109  (0,956; 1,59) - - - 18,3 207 (1,16;1,61) - - - 121 1412 (0.951;1,52)
10) 292 8  (0.94:651) 137 123  (0.955:6.53) 0564 4 (1,55105) 0658 4 (1.54105) - - - - - -
10) 172 7 (0949:159) 136 131 (0,95:653) 054 2 (1,54:104) 0542 3 (155105) - - - - - -
10) - - - 19 145 (0,956;6.53) 0,391 2 (1,56;10,5) 0,44 2 (1,55;10,5) - - - - - -
;10) - - - 18,6 169 (0,95;6,53) 0,824 5 (1,55;10,5) 0,643 4 (1,56;10,5) - - - 1390 9591  (0,949;1,52)
10) - 3 5 28 213 (0.956:6,53) 0729 4 (1,59:28) 175 15 (156:105) - : 3 1350 9711 (0,95;1,52)
10) - - - 34,6 295 (0,939;6,52) - - - 60,2 492 (1,18;1,62) - - - 1380 9720 (0,949:1,52)
6:10) - - - 482 456 (0955,653) - 3 3 582 485 (1,18;162) - : - 1350 9417 (0,948;1,52)
; .;10) - - - 108 853 (0,955:6,53) - - - 601 510 (1,18:1,62) - - - 120 3534 (0,951;152)
(04128) 121 5  (0955;164) 967 6850 (0939;652) 0782 5  (1,55105) 1,56 13  (1,55105) - - - - - -
(1,1;128) 113 5 (0956:164) 709 5375 (0,955:6,53) 0599 4  (1,5510,5) 145 12 (1,54;105) 0869 5  (0,791;17.8) - - -
(18128 101 5 (0956;312) 564 4469 (0,956;6,53) 0615 3  (155105) 141 12 (155105) - - - - - -
(25,12,8) - - - 512 3996 (0,95:653) - - - 182 13 (155105) - - - - - -
37 (32128) - B B 512 3870 (0,934;6,51) - - - 248 17  (155:105) - - - - - -
38 (39:128) - - - 508 4073 (0.955:653) - - - 329 26 (154105) - - - - - -
39 (46128 - 5 5 713 4642 (0,955:6,53) - = 5 720 56 (1,57:105) - = 5 5 5 5
40 (5,3;12,8) - - - 758 5695 (0,945;6,52) - - - 120 1152 (1,18;1,62) - - - - - -
41 (04;156) 0907 3  (0955164) 067 3  (095164) - - - 144 147 (155105) 0573 3 (0787;178) - - -
42 (1,1;15,6) 0,64 2 (0,956;16,4) 0,472 2 (0,958;16.4) 1,59 11 (1,17:1,62) 14,3 132 (1,54;10,5) 0,804 5 (0,79;17.8) - - -
43 (18;156) 0937 5  (0956;164) 0733 5  (0.955:164) - - - 149 122 (1,55105) - - - - - -
44 (25:156) 346 19 (0,954;653) 381 23 (095164) - - - 149 118 (1,55:105) 0686 4 (071854) - - -
45 (3.2156) - - - - - - - - - 41 122 (1,55105) - - - - - -
46 (39:156) - - - - - - - - - 164 134 (1,55:105) - - - - - -
47 (46;156) - 2 3 : 3 . 2 3 2 199 161 (1,55;10,5) - : 2 3 2 3
48 (5.3:15,6) - - - - - - - 433 219 (154:10,5) - - - - -
49 (04;184) 0777 3 (095164) 1,19 8  (0,939164) - s 5 621 580 (1,55:105) 0473 3 (0,79;17.8) 3 (0,793;17,8)
50 (L1;184) 0817 3 (0955164) 132 11  (0955;164) - - - 618 598 (155:105) 0479 3  (0.79:17.8) 14 (0.79:17.8)
S1(18;184) - - - 17 15  (0955,164) - - - 689 590 (157;105) 0818 7  (0,788;17.8) 0,623 4  (0,783;17,8)
52 (25;184) - - - 25 23 (0948;,164) - - - 623 563 (155105) - . - L1 9 (0,765;17.8)
53 (32:184) - . - 442 41 (094;164) - - - 664 551 (154105) - - - 448 35 (0.789;17,8)
54 (3.9;184) - - - 988 92 (0955;164) - - - 594 567 (155,105) - - - - - -
55 (4,6;184) - - - - - - - - - 754 612 (1,57;10,5) - - - - - -
56 (5.3:184) - - - - - - - - - 765 694 (155105) - - - - - -
57 (04;21,2) 1,05 6 (0,949; 75,6) 60,2 531 (0,975;16,4) 0,823 7 (1,6;28) 231 1901  (1,54:10,5) 0,937 6 (0,79;17.,8) 18,8 150 (0.765;17,8)
58 (11;212) - - - 602 576 (097:164) 0994 9  (1,59:28) 247 1965 (1,55;105) 0744 6  (0,79;17.8) 173 166  (0.79:17.8)
59 (18212 124 6  (09556,53) 634 632 (0,966;164) 0655 5  (1,59:54,4) 242 2023 (154;105) 0727 6  (095152) 244 185  (0,79;17,8)
60 (2,5;21,2) - - - 107 709 (0,974;16,4) - - - 241 2072 (1,54;10,5) - - - 25,4 213 (0,789;17,8)
61 (32:212) - - - 101 823 (0,958;164) - - - 240 2117 (156;105) - - - 302 259 (0,77;17.8)
62 (3,9:21,2) - - - 145 1004 (0,975;16.4) - - - 263 2174 (1,55:10,5) - - - 43,5 350 (0,783;17,8)
63 (4,6;21,2) - - - 144 1321 (0,953;16,4) - - - 269 2265 (1,55;10,5) - - - 67,7 594  (0,789;17,8)
64 (53212 - - - 273 2088 (0,944;164) - - - 300 2424 (155,10,5) - - - 786 5976 (0,781;17,8)

Obs.: K’ é o ponto retornado pelo algoritmo apds a execugdo € Tpyq. €Std em ms.
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APENDICE B - Tabela com os dados coletados durante a execucao do programa para o

sistema de segunda ordem.

=1,5s,t, =285 M, =5% t,=1s,t,=2s,t,=5s t, =28 M,=15%,t,=5s

NR LM NR LM NR LM
N KO Tee N K Tevee Niter K Tewee Niter K Tevee Niter K Teee Niter K Tewee Niter K
1 (01;01;00) 1550 7 (294323075) 398 12 (2943220,748) 347 9  (945:0.616;577) TAT 32 (888397;23) - - - 376 11 (2,1;0,915; —0,999)
20 (2501;01) 363 4 (294323075 328 9 (293321,0742) - - - 5690 22 (8.87:396:220) - - - 83T (2,1;0,914;~1)
30 (49:01501) 1190 3 (2943230751) 445 16 (294323%075) 263 5 436 15 (887;395:220) - - - 530 21 (2,96;5,73;146)
4 (7305,0,0) 341 7T (294322,0748) 1110 53 (294323075 228 4 368 11 (?S 80:3,96:2,20) - - - 130 55 (2,98:5.8;1,49)
50 24 5 :322,0748) 336 9 (294322,0749) 330 9 727 32 (8 47 5 (2,1;095;,-1) 416 14 (296;5,71;145)
6 216 3 231 4 (2,94; 4 318 8 609 25 (8. - - - 347 10 (2,95;5,69; 1,44)
T (4.9;2 249 4 (294323075 321 9 (294324 220 4 (88%39T:23) 409 13 (8 - - - 405 13 (2,95:5.66;143)
8 (1. - - - 877 40 (29 287 4 (88T:3.96220) 323 8 (8, - - - 904 38 (297:5,77:147)
9 (0, 245 5 (294323075) 368 12 (294;3230752) 314 7 (337345135 - - - - - - 320 9 (2,94563;142)
10 (2 267 4 (294323075) 207 8 (294323075 200 T (2 2) - - - - - - 273 6 (2,955,69;144)
14 242 4 (294323075) 378 13 (294323075 282 5 (388;396,220) 500 19 (391;399231) - - - 313 8 (2,93%557;1,39)
12 (7, - - - 1060 50 (294323075 394 5 (885301;227) 208 8 (8,89:397;23) - - - 72432 (297:578;148)
13 (0, 41 4 (294323%075) 823 32 (294323075 205 8 (32534 - - - 215 7 (1,9%25,1;883) 397 12 (2,97:576;147)
14 (2 348 8 (2,94322,0,749) 633 25 301 7 (27731 - - - 268 6 (199:25,1;883) 313 8 (297:5,78;148)
15 (4, - - - 799 34 306 8 (3.88:3, - - - - - - 375 12 (299588152
16 (7.1 385 10 (294323:0.749) 1990 100 (294323075 269 5 (388:396,220) 496 18 (8.9;398:23) - - - 826 37 (2.99:5.86:1,51)
17 (0, - - - 564 22 (294:323,0,756) - - - 994 46 (8,89;397;23) - - - 502 24 (2,96;5,73;146)
18 (2. - - - ATT 1T (295:324:0,761) 338 8 (894:3.98231) 609 24 (884395228) - - - 511 20 (2,95:5,66;1,43)
19 (4 - - - 649 27 (294323075) - - - 421 15 (884392227) - - - 642 27 (293;5,56;1,38)
20 (7, - - - 1410 68 (294323075 236 4 (880;3.95220) 333 11 (880;396:220) - - - 120 64 ( 76;1,47)
21 (0, 203 6 (294323%075) 448 16 (2943230751) - - - 875 41 (8,88;39823) - - - 4716 (295,5,65142)
2 (2 385 11 (294323,0751) 204 8 (295:3240762) 461 17 (389:396,229) 556 22 (88%:397:23) - - - 374 12 (2,96;5,73;146)
23 (4 - - - 404 14 (294323075 24 6 397:23) 357 12 (388,396:229) - - - 422 15 (295,5,65142)
2% (73 - - - 925 43 (295:326,0.774) 215 3 (885396;228) 265 6 (888395220 - - - 875 4l (297:5,77:148)
25 (0, 279 6 (294323075) 563 21 (294323075 - - - - - - - - - 384 12 (2,97:5 79;1,48)
26 (2, 280 5 (2,93;3,21:0,74) 357 11 (2.94:3.23:0,75) 314 8 (3. - - - - - - 247 5 ( ,74;1,46)
27 (4 - - - 48 14 (2 751) 365 12 (2, 535 20 (8.89:397:23) - - - 302 8 54)
28 (7. 37T 7T (294322,0747) 990 45 (29 765) 211 3 (889;3.96,220) 261 5 (891;3,99:231) - - - 691 20 (2,99 52)
2 (0, 314 5 (294323;0749) 1000 46 (294323075 258 6  (336:35,7;139) - - - - - - 387 14 (2,98;5.82;1,5)
30 (2 200 6 (294323%075) 763 32 (294323075 265 6 (323:346;134) - - - 29 4 (296:5,75,147) 260 6 (3:5.93;1,54)
31 (4 - - - 810 37 (295325077) 274 7 (2553L7;119) - - - 20 4 (297:5,77;148) 336 10 (2,98;583;15)
2 25) 203 7 (2943230751) 1660 82 (295:3250765) - - - 561 23 (8.89;396:2.20) - - - 00 30 (2,98584151)
33 (0.;0.:49) - - - 1610 77 (295326;0,772) - - - 2120 108 (8924,02232) - - - 110 51 (297;5,78;148)
34 (25:0.1:49) - - - 1200 64 (294323075 - - - 992 46 (891;399:231) 252 5 (60.8508-0204) 969 46 (297:5,76;147)
35 (49 - - - 1700 82 (294,323%075) - - - 642 27 (8.89:397:23) - - - 190 59
36 (7. - - - 3410 157 - - - 490 19 (891:397:23) - - - 2000 102 (
37 (0, - - - 170 55 - - - 2560 139 (3.94,4,04233) - - - 935 43 (
38 (2 - - - 818 39 (294 ) - - - 93 45 (8939823 - - - 50 32 (
39 (4 - - - 997 48 (294323075) - - - 542 22 (8,9:399%231) - - - 845 39 (
40 (7, - - - 1860 97 (294323075 - - - 380 13 (89397T:23) - - - 410 70 (29758 1,49)
41 (0, - - - 1200 63 (294323075) - - - - - - - - - 632 27 (297;5,77;147)
2 @ - - - 1080 40 ) - - - 130 54 - - - 505 20 (298:5.82%15)
43 (4 - - - 130 45 - - - 506 24 (89;397:23) - - - 611 25 (2,97;5.8;1,49)
a4 (7, - - - 1730 90 - - - 385 13 (3,89:397:23) - - - 1040 49 (2.99:5.86:151)
45 (0, 329 10 (294:322,0,749) 2060 109 - - - - - - - - - 758 34 (2,98;581 149)
46 (2 - - - 1470 74 - - - - - - - - - 52 21 (2 s)
47 (4 - - - 1520 78 B4 T (274325123 - - - - - - 609 24 ( 47)
48 (7. - - - 2510 133 - - - 959 44 (8,89;397:23) - - - 995 46 7)
49 (0, - - - - - - - - - - - - - - - 2020 117 (2,97;5,77;147)
50 (2, - - - - - - - - - 2010 155  (88%;397:23) - - - 2100 108 (2.98:5,81;1,49)
51 (4 - - - - - - 355 11 (9590365581) 1580 81  (3,89;396:229) - - - 2490 128 (2,97:5,75;1,47)
52 (73 - - - - - - - - - 1210 60 (892401:232) - - - 3490 189 (2.97:5,76;1,47)
53 (0.1 - - - - - - - - - - - - - - - 2000 110 (2.99:580;1,53)
54 (2.5: - - - 3110 167 - - - 3530 190 (8.92:4,01:2,32) - - - 1820 89
55 (49 - - - 3310 183 - - - 1640 79 (8.934,02232) - - - 1910 98 (297:5.79;148)
56 (73 - - - - - - 49218 (21,6;549;0407) 1090 53 (3.89;396:2.29) - - - 2650 140 (2.98:5,85:1,51)
57 (0, - - - - - - - - - - - - - - - 1510 75 (2,98:5.83;1,5)
58 (25 - - - 2020 160 - - - 2240 115 (889;396:2.29) - - - 1270 63 (2985.84151)
59 (49; - - - 3080 165 (294;3.23;0,756) - - - 1240 62 (8.89;396:220) - - - 1400 71 (297;5,78;148)
60 (73: - - - - - - - - - 978 45 (891;4:2.31) - - - 2010 106 (2.97:5,78;1.48)
61 (0,1 - - - - - - - - - - - - - - - 1490 76 (299586152
62 (2, - - - - - - - - - - - - - - - 1220 60 (299:5.86151)
63 (4. - - - - - - - - - - - - - - - 1300 65 (299:5.915153)
64 (7. - - - - - - - - - 1780 92 (8,9:3,99;2,31) - - - 1960 100 (2,97:5,78; 1.48)

Obs.: K’ é o ponto retornado pelo algoritmo apés a execugéo e Te e estd em ms.
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APENDICE C - Tabela com os dados coletados durante a execucao do programa para o

sistema de quarta ordem.

t,=1,58,t, =28, M, =5% t,=1st,=2st,=5s t, =28 M, =15%,t,=5s

NR LM NR LM NR LM

N KO Tecec Niter K Tevee Niter K Tewee Niter K Tezee Niter K Tewce Niter K Tewce Niter K

1 (01:0,1;01) 491 8  (204;145;4,5!

&

)

2360 117 321 7 (232;42,8;482) - - - 271 5

2 (10;0501) 301 4 ( ) 1350 66 (18,2;7,34;-2.81)
3 (199:01;00) 266 3 (204145455 1990 97 (20,3; ) 254 4 (38415117 - - - - - - 882 39 (182;7,23;-2,83)
4 (2080,1:00) 279 3 (204;14,5:455) 3580 184 (20,5 4) 262 4 (38415,15117) 3060 151 (384151117 - - - - - -

5 (0.1;10;0,1) 289 5 (204145455 3730 188 (204;14,5453) 304 T  (150;284;883) - - - - - - - - -

6 (10;10;0,1) 231 3 (204;145:456) 1340 59 ( ) 250 4 (17367:139) - - - 300 7 (182 1300 62 (18,2;7.27;-2,85)
7 (199:10;01) 249 3 (204145455 608 24 ( ) 201 7 (115644133 - - - 239 3 (182;7.26,-286) 571 21 (18,2;7,26; ~2,86)
8 (20810;0,1) 235 3 (204145455 1930 84 ( ) 259 4 (384 1L,7) 2080 107 (38215311,8) 267 5 (182,725 -2.86) 3460 178  (22,1;26,58,11)
9 (01;19901) - - - - - - 308 7 (21,7:367:139) - - - - - - - - -

100 (10;19.90,1) 303 4 (204145455 1470 69 (205:146:464) 380 12 (115644:133) - - - 287 6 (22,2:27;8,32) 2080 104 (22;26,3;8,02)
11 (19.919.9;01) 251 3 (204145455 708 29 (20,5147;460) 242 4 (11564,3;133) - - - 265 5 (I827.25-286) 1300 62 (2226.4;8,04)
120 (29.819,9:01) 260 4 (204145455 1900 94 (205:147;471) 245 4 (384151117) 2000 152 (38415.2117) - - - 1680 83 (22;26,4;8,05)
13 (0,1;208:0.1) - - = = - - 316 7 (62813L;724) - - = - - = - - -

14 (10;290801) 252 4 (204;14.5455) - - - 257 4 (115;644;133) 3000 147 (27.7:36,7:139) 273 5 (22,2;260:832) 1510 73 (22:26,4;8,04)
15 (199:29.801) 254 4 (204145455 3250 168 (204:1454,57) 242 4 (11,5:64,3;133) 2260 116 (27,7;36,7:139) - - - 831 36 (22:262;7.96)
16 (20.82080,1) 250 4 (204:144:45) - - - A7 4 (384151;11,7) 2020 99 - - - 1350 63 (224;27.4;8,52)
17 (0,5;0:5) 275 5 (204145455 - - - - - - - - - 300 7 (356;154;565) - - -

18 (10;0,1:5) 259 4 (204145 3100 133 - - - - - - - - - 2370 120 (18,2:7,28; —2,84)
19 (199015 236 3 (204145 2070 99 267 5 (384152117 - - - - - - 2120 105 (18,2;7,39; —2,77)
20 (2980,:5) 239 3 (04145455) - - - 259 4 (8415151L7) 2430 119 (384151:11,7) - - - - - -

21 (0,1;10;5) - - - - - - 507 19 (11,5;644;133) - - - - - - - - -

2 (10;10;5) 287 3 (04145455) 1320 64 (20414545) 346 10 (115;644:133) - - - 304 7 (182;7.26,-286) 3110 160

23 (199;10;5) 204 2 (204145454) 475 16 (204145453) 242 4 (383155117 3410 165 (384;15.2117) - - - - - -

24 (20810;5) 227 3 (04145455) 1850 92 (205147:468) 221 3 (384152117 1510 68 (382153117) - - - 3490 169 (22;26,3:8)
25 (0.;1995) 208 T (204145454) - - - 330 8 (63.1;13,;723) - - - - - - - - -

26 (10:199;5) 227 3 (204;145449) 1570 77 (205146461) 257 5 (21,7:367:139) - - - 272 4 (222,26,9:827) 1880 95 (22;26,4;8,04)
27 (1991995 239 2 (204145455 591 23 (204145457 296 3 (21.7:366:139) 3820 190 (27,7:36.6:139) 206 2 (22.2:269;820) 788 34 (221;26,5:8,1)
28 (2081995 243 3 (204;145455) 2060 104 (204145457 244 3 (3883152117 2210 105 (38415.2117) - - - 470 69 (22:26,4;8,03)
29 (0.1;2085) 246 4 (204145456) - - - 295 6 (27.6:368:139) - - - - - - - - -

30 (10:2085) 241 3 (204145455) - - - 25 (0736,7;139) 2630 129 39) 348 9 (182725 -287) 1420 68

31 (1992985) 238 3 (204145453) 3570 184 (204146459 347 9 (150;285;883) 1610 76  (27,7;36.6;139) - - - a2 16

32 (2082985) 24T 4 (204145455) - - - 431 14 (115:644:133) 1440 66 (27.7:36.6:139) - - - 110 50

33 (0,1;0,1;99) 206 T (204;14.5455) - - - - - - - - - - - - - - -

34 (10;0,1;9,9) - - - 3670 192 288 5 (B8FI5LILT) - - - - - - - - -

35 (19901399 - - - 2770 145 265 5 (383155117 - - - - - - - - -

36 (20801:99) - - - - - - 263 4 (384151117 2190 108 (384;15,1;11,7) - - - - - -

37 (0.;10;99) 256 4 (204;14.5455) - - - - - - - - - - - - - - -

38 (10:10;99) 267 5 (204;14,5;455) 2000 100 (20,4;14.5456) 288 6 (150;204;884) - - - - - - - - -

39 278 6 (204145455 857 37 (205146465 261 4 (38315217 3000 156 (38,3;15.2118) - - - 2810 143 (22,1;26,5;8,12)
40 47 4 (04;145452) 2420 122 LTA6T) 247 3 (384152117 1120 51 (384;15.2117) - - - 3660 191 (22;26,3;8,01)
41 (01;19.9:99) - - - - - - - - - - - - - - - - - -

42 (10;199:99) 226 3 (204;145455) 2200 115 (204;14.6:46) 267 5 (384152117 - - - - - - 2000 106 (2226.27.98)
43 (19.9:199,9.9) 246 4 (204145456) 1310 42 (204146458 242 3 (21.7:367;139) 3660 195 (27,836.4;139) - - - 826 3 (221326581)
44 (29,8:19,9;9 230 3 (204;145454) 2640 129 43 4 7)) 1650 82 (84152117) - - - 1500 72 (22:26.3801)
45 (01529899 - - - - - - 380 11 ( e - - - - - - - -

46 (10;29.89.9) 239 3 (204;145455) - - - 240 3 (07367:139) 2600 130 (277:365:139) 578 23 (I827.26:-2.86) 1840 92 (22,5:27.7:8.69)
47 (19.9:2089.9) 242 4 (204;145454) - - - 233 3 (21,7:367:139) 1120 53 (27.8:36,5;139) 215 2 (221;267;819) 411 13 (224;27.6;8,64)
48 (29.8:2089.9) 251 4 (204145452) - - - 224 2 (27,6:366:139) 957 43 (21.7:366:139) - - - 1130 51 (224;27.4;8,55)
49 (01;01;148) - - - - - - - - - - - - - - - - - -

50 (10;0,1;14,8) - - - - - - - - - - - - - - - - - -

510 (19.9:0.1;148) - - - - - - 438 14 (115;644;133) - - - - - - - - -

52 (20.8:0.1;148) - - - - - - 266 5 (383151;11,7) 2470 123 (384;151;11,7) 282 6 (13%269,17.7) - - -

53 (0,0510;148) 317 6 (204;145451) - - - - - - - - - - - - - - -

54 (10;10;14.8) - - - - - - - - - - - - 43015 (13%266;17.6) - - -

55 (19.9;10;148) - - - 2050 113 (20,5;14,7;466) - - - 3570 188 (38,315.3;118) - - - - - -

56 (20.810;148) - - - - - - 276 4 (B84152117) 1320 60 (383;152117) - - - - - -

57 (0,1;199148) 285 5 (204;145455) - - - 352 9 (955;237:244) - - - - - - - - -

58 (10:19.914.8) - - - - - - - - - - - - - - - 3000 156 (22:26.3;7.98)
59 (19.9;19.9;148) - - - 2180 110 (20,5 14.6;461) - - - - - - - - - 1440 7L (22,1;26,6;8,13)
60 (29.819.9:148) - - - - - - 256 4 1710 83 (383;153:118) - - - 2230 113 (224,27,5:86)
61 (0,1;29.8148) - - - - - - - - - - - - - - - - -

62 (10:20814.8) 206 T (204;14.5456) - - - 272 4 (385;594:27,8) 3420 183 (27.7:36,7:139) 363 11 (182i7.2-29) 3120 157  (22,5:27,7;8,67)
63 (19.9;298:148) - - - - - - 205 3 (217:367:139) 1240 57 (21.7:36,6:139) 308 7 (182721;-280) 970 43 (22527.7;8.71)
64 (20.8;20.8:148) - - - - - - 242 3 (21,7:367:139) 835 36 (21.8;364:139) 279 6 (22,2;27;8,32) 1600 78 (22.4;27,6;8,65)

Obs.: K’ é o ponto retornado pelo algoritmo apés a execugéo € Teye. estd em ms.
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