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Pouco conhecimento faz com que as pessoas se sintam orgulhosas.

Muito conhecimento, que se sintam humildes.

Leonardo da Vinci (1452 - 1519)
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Resumo

NEGRAO, D. dos S. A. Equagdes Diferenciais Ordindrias aplicadas a Modelos Epide-
miologicos: uma andlise da propagacio do COVID-19 no estado da Bahia. 2023. EGp.

Monografia (Licenciatura em Matematica). Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tec-
nologia da Bahia - IFBA. Valenca.

Este trabalho tem como objetivo analisar os modelos epidemiolégicos baseados nas Equa-
¢oes Diferenciais aplicadas a doencas epidémicas, visando compreender suas implicagoes
na previsao, controle e prevencao de surtos e pandemias, buscando verificar o aprimora-
mento das estratégias de saide publica e o bem-estar da populagao através dos mode-
los matematicos. Sao apresentados os modelos SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel), SIR
(Suscetivel-Infectado-Recuperado) e SEIHR (Suscetivel-Exposto-Infectado-Hospitalizado-
Recuperado) considerando a populagao total constante. Foi aplicado o modelo SIR para
projecao dos niveis de evolugao da infeccao epidémica da COVID-19 no estado da Bahia
nas primeiras 15 semanas de 2021. Para tanto, especificou-se no corpo do trabalho parte
da historicidade das Equacoes Diferenciais, seus métodos de solugoes analiticas e o mé-
todo de Runge-Kutta, utilizado como parametro de solu¢ao para o modelo de aplicacao
da COVID-19 na Bahia. Conforme os resultados obtidos, o modelo atinge aproximagcoes

significativas a populacao de infectados no periodo analisado.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais. Modelos Epidemiolégicos. COVID-19.



Abstract

NEGRAO, D. dos S. A. Ordinary Differential Equations applied to Epidemiological Mod-
els: an analysis of the spread of COVID-19 in the state of Bahia. 2023. EGp. Monograph
(Bachelor’s Degree in Mathematics). Federal Institute of Education, Science, and Tech-
nology of Bahia - IFBA. Valenca.

This work aims to analyze the epidemiological models based on Differential Equations ap-
plied to epidemic diseases, in order to understand their implications in predicting, control-
ling and preventing outbreaks and pandemics, seeking to verify the improvement of public
health strategies and the welfare of the population through mathematical models. The
SIS (Susceptible-Infected-Susceptible), SIR (Susceptible-Infected-Recovered) and SEIHR
(Susceptible-Exposed-Infected-Hospitalized-Recovered) models are presented, considering
a constant total population. The SIR model was applied to project the evolution levels of
COVID-19 epidemic infection in the state of Bahia in the first 15 weeks of 2021. For this
end, I specify throughout this work, part of the Differential Equations historicity, their
analytical solution methods and the Runge-Kutta method, used as a solution parameter
for the model for the application of COVID-19 in Bahia. According to the results ob-
tained, the model achieves significant approximations to the infected population in the

analyzed period.

Keywords: Differential Equations. Epidemiological Models. COVID-19.
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Capitulo 0

Motivacao

Muitas vezes ao entrar em contato com a Matematica, percebemos a associacao de
forma equivocada da dualidade entre sua forma abstrata e suas aplicacoes. A habilidade
de empregé-la a situagdes concretas em diversas areas do conhecimento humano, ou seja,
traduzir a linguagem numérica para um modelo matematico, parece ser um desafio para
os que buscam compreender e unir a ciéncia Matematica e suas aplicagoes.

Torna-se perceptivel que se estuda as teorias matematicas e que em muitos casos,
ha uma dificuldade em emprega-las concretamente na resolugdo de problemas ligados a
Biologia, Quimica, Ciéncias Sociais entre outras areas, ainda que a Matematica seja sufi-
cientemente importante e solicitada nestas areas. Portanto, os modelos matematicos, que
sao aplicagoes matematicas que modelam uma situacao ou problema sujeito a validacao,
pode ser um caminho promissor para evitar a dicotomia entre o abstrato e a pratica.

A pandemia da COVID-19 teve um impacto significativo em todo o mundo, afetando
intmeras areas da sociedade. A Matematica desempenhou um papel crucial na compre-
ensao e interpretacao dos efeitos dessa crise sanitaria. Por isso, este trabalho surgiu com
a perspectiva de compreender alguns modelos epidemiolégicos, sob um ponto de vista
matematico, com o propoésito de associar a ciéncia muitas vezes abstrata da sala de aula
a realidade atual e global.

O Célculo Diferencial e Integral apresenta-se como um contetido fundamental de apli-
cagoes aos modelos que traduzem e interpretam fenémenos reais do cotidiano, aplicados
em diversas areas do conhecimento. Nesse sentido, a modelagem Matematica aplicada
a epidemiologia é definida como a ciéncia que estuda os processos de doenga e satude
na humanidade.Ela ¢é responsavel por analisar a evolugao das infecgoes e os fatores de-
terminantes dos danos a satude e eventos associados a saude coletiva, propondo medidas
especificas de prevencao, controle ou erradicagao das doencas, e fornecendo indicadores
para suporte ao planejamento, administracao e avaliagao das agoes de satde.

Os modelos mateméaticos epidemioldgicos estao associados ao Célculo Diferencial e

Integral, através das Equacoes Diferenciais. Nesse contexto foram pesquisados alguns
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modelos de previsao, considerando diferentes fatores, como taxas de vacinacgao, variantes
do virus e medidas de controle, visando associar o conhecimento matematico a estratégias

para entender melhor o impacto da pandemia, traduzindo as respostas em nimeros.



Capitulo 1

Introducao

A Epidemiologia é a area da ciéncia que estuda, quantitativamente, fatores condicio-
nantes e determinantes de doengas em populagoes humanas e a ocorréncia em que esses
padroes sao determinados. Para Rocha (2007), a pratica clinica informa a doenga a nivel
individual, enquanto a Epidemiologia analisa a ocorréncia de doencas em massa, ou seja,
em sociedades, classes sociais, grupos especificos, entre outros.

Ainda segundo o autor, a Epidemiologia é um estudo que desencadeia diversas fungoes
acerca das doencas, como por exemplo, a atribuicao de compreender o processo de disse-
minacao, ou seja, como a doencga pode se propagar, além de descobrir de que padecem os
individuos acometidos, onde e quando. Outra funcao, seria identificar as causas ou fatores
de risco para as doencas, com o intuito de revelar a razao pela qual ela se manifesta de
forma diferente em cada individuo, nao desenvolvendo de maneira uniforme. E por fim,
delinear, implementar e avaliar o controle, detencao e programas de prevencgao.

A modelacao epidemioldogica pode desempenhar um papel fundamental na identifica-
¢ao das causas e fatores de risco, e pode ser de grande importancia na contribuicao de
programas de prevencao e avaliacdo generalizada das doencas acometidas. Sendo assim,
compreender apenas o mecanismo de funcionamento das doengas nao é suficiente, deve-se
ter em conta as adversidades que a doenca pode causar. Com isso, a perspectiva de mo-
delar um ponto de vista quantitativo pode ser fundamental para direcionar as decisoes
futuras sobre vacinas e outras medidas que possam erradicar o problema e garantir uma
melhor precisao de combate.

A modelagem epidemiolégica associada a utilizacdo de modelagem matematica, de-
sempenha importante funcao para andlise, controle, estimativas entre outros fatores rela-
cionados as doencas epidémicas. Por isso, a Matematica, quando empregada através de
simulagdes numéricas desses modelos, pode se tornar uma ferramenta 1til, fundamental-
mente essencial, para construir e testar teorias e conjecturas de avaliagbes quantitativas.
Pois, é através da Matematica que é permitido compreender situagoes especificas, esti-

mando parametros e avaliando a sensibilidade dos modelos e as variagoes de valores dos
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problemas estabelecidos.

Segundo Lmid (2017), os primeiros registros que se tem sobre estudos matematicos
acerca das epidemias aconteceu no século XVI, pelo matematico Daniel Bernoulli (1700-
1782), que fez o estudo da propagacao da variola, seguido posteriormente de Hamer,
no século XVIII, que analisou casos nos quais a taxa de transmissao da doenca ocorria
por meio de contato entre individuos suscetiveis e individuos infectados, conhecido como
Lei de A¢do das Massas. Na mesma época, Ronald Ross (1857-1932) fez um estudo
sobre a maldaria, para mostrar que sua transmissao se dava pela picada de um mosquito
contaminado, e posteriormente, elaborou um modelo matematico mais detalhado para o
estudo de tal doenca.

Ainda segundo o autor, um dos modelos de maior relevancia e influentes no desenvol-
vimento de modelos matematicos epidemiolégicos foi o modelo SIR (Suscetivel - Infectado
- Recuperado), estudado por Kermack (1898-1970) e McKendrick (1876-1943), em 1927,
0s quais concluiram na época, que um nimero pequeno de individuos infectados, mesmo
em contato com individuos suscetiveis, ndo gera uma epidemia. Desde entao, diversos
outros modelos matematicos em Epidemiologia passaram a ser estudados, alguns destes
chamados de modelos compartimentais.

Neste sentido, a modelagem matematica ligada aos estudos epidemiolégicos tem como
objetivo principal analisar a taxa da for¢a de infeccao e a taxa de reprodutibilidade basal,
sendo que a forca de infecgdo é a taxa com qual a doenca se propaga e vai determinar
a dimensao de transmissao, a qual estda em funcao somente do ntimero de individuos
infectados. Enquanto isso, a outra taxa é o nimero de infec¢oes causadas em individuos
suscetiveis a partir de uma primeira infeccao, e esta totalmente relacionada ao crescimento
ou decrescimento da epidemia.

Comumente muitas aplicacoes das leis fundamentais da Fisica e das Ciéncias Sociais
envolvem taxas de variagao, estudadas na Mateméatica na area de Calculo, constituindo
assim a essas leis, modelagem por Equagdes Diferenciais. A modelagem matematica em
Epidemiologia ¢ feita através do estudo destas equacdes, que por sua vez, modelam a
interacao entre a populagao e o ambiente, resultando numa analise detalhada a respeito
da doenca.

A relevancia desta investigacao se da ao fato de quanto maior a compreensao acerca
das doencas e a maneira em que ela avanga, mais eficazes podem ser os métodos para im-
pedir sua transmissao, ou até mesmo desenvolver o estudo de agoes preventivas, como, por
exemplo, a distribuicao de vacinas e agoes de cuidados e protecao. Portanto, o objetivo
principal deste trabalho é a analise qualitativa de alguns modelos matematicos epidemi-
ologicos descritos mediante Equagoes Diferenciais Ordinarias, aplicados a pandemia da

COVID-19, nas primeiras 15 semanas do ano de 2021 no estado da Bahia.
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1.1 Contexto Histérico das Equacoes Diferenciais

No final da Idade Média, a Europa se torna um ambiente, segundo Mal (2013), to-
talmente desfavoravel para producgao cientifica, marcado pelas dificuldades, entre elas, a
Guerra dos Cem anos, os conflitos militares entre Franca e Inglaterra e a Grande Peste
Bubodnica, que em cinco anos dizimou entre 30 e 50 por cento da populacao europeia. Este
panorama sofre uma mudanca significativa na historia, através do movimento iniciado no
século XV conhecido como Renascimento.

Ainda segundo Mal (2013), neste periodo, o conhecimento passa a ser valorizado e
o homem a ser creditado como grande potencial, em contraste com a figura anterior a
este movimento, que era visto como impotente, diante da providéncia divina. O ambiente
criativo oriundo do Renascimento associado ao desenvolvimento da ciéncia lanca novos
desafios e problemas a serem trabalhados.

O século XVII foi um dos mais importantes periodos para vastos e novos campos da
pesquisa matematica. Todas essas atividades intelectuais se deram, em grande parte, aos
avangos politicos, econémicos e sociais da época. Este espago de tempo foi testemunho
de grandes produgoes e pesquisas mateméticas, que por sua vez, proximo ao do final do
século, na esteira preparada por varios matematicos do préprio periodo, Isaac Newton
(1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) contribuiram memoravelmente com
a criacao do Célculo (EVES, POTT)

De acordo com Exed (20011), o desenvolvimento do Célculo, realizado como um campo
matematico, passou a ser essencialmente implicado no mundo moderno, de modo a, di-
ficilmente nao estar conectado a ele. O autor elucida que, curiosamente, o historico do
Célculo segue a ordem contraria encontrada nos textos estudados atualmente, evidenci-
ando que primeiro surgiu o Calculo integral e apenas muito tempo depois o diferencial,
sendo a ideia de integragao associada a origem de processos somatorios ligados as areas,
volumes, comprimentos e a diferenciagdo, criada posteriormente, resultado de problemas
sobre tangentes, curvas e de questoes de maximos e minimos. Verifica-se assim, mais
tarde, que a integracao e a diferenciacao estao relacionadas entre si, sendo uma delas
operagao inversa da outra.

No campo dos estudos dos calculos, surgem as Equagoes Diferenciais Ordinérias (EDO),
as quais iniciam pelos proprios criadores do Céalculo, Newton e Leibniz, no final do sé-
culo XVIII, motivados por problemas fisicos, como os pricipios basicos da Mecanica. De
acordo com [Figueiredo e Neves (20015), a principal preocupacao naquela época até meados
do século XIX era obter a solugao destas equacoes de forma explicita, e um de seus mé-
todos mais utilizados era a redugdo do problema através do calculo das primitivas, sendo
chamado de quadraturas.

Para Boyce e Diprima (2011), o desenvolvimento das Equagoes Diferenciais estd inti-
mamente ligado ao desenvolvimento geral da Matematica, e além de Newton e Leibniz,

houve outros matematicos que desenvolveram estudos acerca destas equagoes, os quais
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citaremos adiante. Nas explanagoes, que seguem os proximos topicos, serao relatados
alguns destes matematicos seguindo a cronologia histérica encontrada na narrativa dos
autores citados neste paragrafo. Logo, quando houver fundamentacoes de outros autores,
estas serao citadas.

Newton cresceu no interior da Inglaterra, foi educado em Cambridge, e se tornou pro-
fessor de Matematica em 1669. Suas descobertas sobre o Célculo datam 1665, circulando
de forma privada até 1687, quando apareceu o livro mais famoso, Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica. Newton atuou pouco na area das Equacoes Diferenciais, entre-
tanto, o seu desenvolvimento do Céalculo e a elucidagao dos principios basicos de Mecanica
acabam fornecendo a base para as Equacoes Diferenciais no século XVIII.

As pesquisas matematicas de Newton foram finalizadas no inicio da década de 1690.
Newton foi nomeado Warden of the British Mint (responsavel pela Casa da Moeda brita-
nica), em 1696 pediu demissao da sua posigao de professor, e, ap6s sua morte, foi enterrado
na capela de Westminster.

Leibniz nasceu na Alemanha, na cidade de Leipzig, e completou seu doutorado em
Filosofia na Universidade de Altdorf, ainda com 20 anos. Chegou aos resultados de Céalculo
de maneira independente, pouco depois de Newton, mas foi o primeiro a publica-los, em
1684. Criou as notacoes de derivada i, assim como o sinal da integral ([). Descobriu o
método de separacao de variaveis em 1691, a redugao de equagoes homogéneas no mesmo
ano e as técnicas de resolucao da equagdes lineares de primeira ordem em 1694. Passou
uma vida como embaixador e conselheiro, o que permitiu ter contato com diversos outros
matematicos, assim como os irmaos Bernoulli.

No que tange a notacao no estilo Leibniz, segundo Gonickl (2014), é uma notacao
largamente usada, que enfatiza aspectos da derivada, como sua origem quociente e a
variavel x da qual estd sendo obtida. A notagao foi inventada baseada no diagrama A,
que significa a mudancga em x, ou seja, é a variagao resultante do valor da funcao, a saber,
Ay = f(x + Az) — f(x), onde o simbolo A (letra grega maitiscula delta) significa “a

variacao de”.
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Figura 1.1: Inclinagao da corda

Ay
Ainclinacéo da corda é entdo ——

Az

/ X T+ Azr

Fonte: Autoria prépria

Conforme os dados mostrados na Figura [, nesta notagdo escreveriamos:

d A
% :AliIEOA_z‘ (1.1)

Ainda segundo Gonick (2014), Leibniz acreditava que dx e dy eram algum tipo de
versao infinitamente pequena de Az e Ay, e a derivada seria o coeficiente destes “infinité-
simos”. Embora a ideia tenha sido posteriormente abandonada por alguns matematicos,
segundo o autor ¢ muito 1til para os propdsitos praticos de solugoes, se tornando entao
uma notacao conveniente.

Os irmaos Jakob (1654-1705) e Johann (1667-1748) Bernoulli, da Basileia, na Suica,
contribuiram de forma significativa para o desenvolvimento de métodos para resolver as
Equagoes Diferenciais e ampliar o campo de suas aplicagoes. Jakob tornou-se professor
de Matematica na Basileia, no ano de 1687, e Johann foi nomeado na mesma posicao,
depois da morte do seu irmao em 1705. A relacao estabelecida pelos irmaos era regada
de ciimes e disputas entre si, entretanto fizeram significativas contribuicoes na area da
Matematica.

O problema da braquistocrona foi um dos famosos problemas da historia da Mate-
matica e consiste em encontrar uma curva ao longo da qual uma particula desliza sem
atrito em um tempo minimo de um ponto dado P até o outro ponto (), onde o segundo
ponto estd mais baixo do que o primeiro, mas nao diretamente debaixo. Este problema
foi proposto por Johann Bernoulli, em 1696, como um desafio para os matematicos da
época, que entre os que apresentaram solucoes estavam Leibniz, Newton e o Marqués de
L’Hospital.
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Daniel Bernoulli foi um importante matematico, fisico, fisiologista, médico e professor,
filho de Johann, emigrou para Sao Petersburgo - Rissia, para ingressar na Academia
de Sao Petersburgo. Retornou a Basileia em 1733, como professor de Boténica e mais
tarde de Fisica. Seus principais interesses eram nas Equacoes Diferenciais Parciais e suas
aplicacoes. Seu nome esta associado a equagao de Bernoulli, em mecanica dos fluidos, e
foi o primeiro a encontrar as funcées que mais tarde foram conhecidas como as fungoes
de Bessel.

Leonhard Euler (1707-1783), considerado um dos maiores matematicos do século
XVIII, cresceu proximo a Basileia e foi aluno de Johann Bernoulli e amigo de Daniel
Bernoulli. Esteve associado a Academia de Sao Petersburgo e a Academia de Berlim.
Euler foi um dos matematicos mais prolificos, chegando a produzir mais de 70 volumes.
Seus interesses, além de incluir todas as areas da Matematica, incluia também, muitos
campos de aplicagoes. Apesar de perder a visao durante os tltimos 17 anos de sua vida,
Euler continuou produzindo até o dia de sua morte.

Entre todos os trabalhos e pesquisas desenvolvidos por Euler, estd o desenvolvimento
de métodos para resolver problemas de mecénica, a identificacdo da condicdo para que
as Equacoes Diferenciais de primeira ordem sejam exatas, desenvolveu a teoria dos fato-
res integrantes e a solugdo geral para as equagoes lineares homogéneas com coeficientes
constantes. Euler utilizou com frequéncia séries de poténcias para resolver Equacoes Di-
ferenciais e fez grandes e importantes contribui¢oes nas Equagoes Diferenciais Parciais
(EDP).

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) tornou-se professor de Matemética aos 19 anos
em Turim-Italia, sucedeu Euler na cadeira de Matematica da Academia de Berlim em
1766 e foi para Academia de Paris em 1787. Ficou conhecido pelo seu trabalho Mécani-
que analytique, publicado em 1788, que trata-se de um completo tratado sobre mecénica
newtoniana. Entre 1762 e 1765, Lagrange mostrou que a solugao geral de uma Equagao
Diferencial linearmente homogénea de ordem n é uma combinacao linear de n solugdes
independentes. Ele ficou conhecido pelo trabalho fundamental que desenvolveu nas Equa-
¢oes Diferenciais Parciais e no Céalculo de variacoes.

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) nasceu na Normandia-Franga, rapidamente dei-
XOou sua marca nas ciéncias exatas, sendo eleito para Academia de Ciéncias em 1733. Seu
trabalho mais importante foi Traité de mécanique céleste, sendo publicado em 5 volumes.
A Equacao de Laplace é fundamental nas dreas da Fisica e da Matematica, ja que é
utilizada como subsidio para o estudo do campo da gravidade e de suas vinculagoes. A
transformada de Laplace recebeu o nome em sua homenagem, embora sua utilizagdo na
resolucao das Equagdes Diferenciais aconteceu de forma mais tardia.

No final do século XVIII, muitos métodos elementares de resolucao das Equacoes
Diferenciais ja tinham sido descobertos. No século XIX iniciaram as investigacoes de

questoes teodricas de existéncia e unicidade, assim como o desenvolvimento de métodos
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menos elementares. A medida em que se percebia a fundamental importancia das Equa-
¢oes Diferenciais Parciais no campo da Fisica e da Matemaética, os estudos sobre elas
foram se tornando mais extensos.

A anélise de métodos de investigacdo numérica por aproximacao foi resultado de mui-
tas equacgoes diferenciais que resistiram a métodos analiticos. No inicio do século XX, ja
haviam sido desenvolvidos métodos efetivos de integragao numérica, mas suas aplicagoes
acabaram sendo prejudicadas pela forma primitiva de resolver, seja por céalculos elabo-
rados manualmente ou através de equipamentos computacionais defasados. Nos tltimos
60 anos, com o desenvolvimento da tecnologia, o nimero de problemas que podem ser
investigados de forma mais efetiva, aumentou significativamente. Atualmente existem
integradores niimericos extremamentes refinados e disponibilizados de forma acessivel.

Um importante feito do século XX, acerca das solu¢oes das Equagoes Diferenciais, foi
a implementacao de métodos geométricos e topoldgicos, especialmente para equacoes line-
ares. O objetivo destes métodos consiste em compreender o comportamento das solugoes,
no ponto de vista geométrico e analitico.

Nos tltimos anos, com a utilizacao de programas computacionais e das ferramentas
graficas disponiveis, novos estudos foram estabelecidos sobre as Equacoes Diferenciais.
Atualmente é possivel relatar descobertas de fenémenos insperados, como atratores es-
tranhos, caos e fractais, desenvolvendo dessa forma, casos intensamente estudados, que
por sua vez, fizeram surgir novas ideias e aplicagoes. Ainda que as Equacoes Diferenciais
sejam um campo de estudo muito antigo e que muito se saiba sobre ele, atualmente, no

século XXI, problemas fascinantes e importantes continuam sem solugoes.

1.2 Objetivos

De acordo com Bofelho e Cru7z (2013), os objetivos de uma pesquisa demonstram
quais sdo as metas que se pretende alcancar. Sendo assim, toda pesquisa cientifica parte
de um problema em questao. Logo, os objetivos podem surgir de acordo com as solugoes
apresentadas deste problema. Ainda segundo o autor, toda pesquisa é composta por
dois tipos de objetivos, sendo eles o geral, no qual é determinado por aquele que se quer
alcangar plenamente a solugao do problema, e o especifico, que por sua vez, trata dos
aspectos parciais que devem ser atingidos para que o objetivo geral seja alcangado.

Dessa forma, partindo desta ideia, o problema em questao é analisar os modelos epi-
demiolégicos baseados nas Equacgoes Diferenciais aplicadas a doengas epidémicas, visando
compreender suas implicagdes na previsao, controle e prevencao de surtos e pandemias,
buscando verificar o aprimoramento das estratégias de satde publica e o bem-estar da
populacgao através dos modelos matematicos.

Deste modo, pretendemos identificar qual a relevancia das Equacgoes Diferenciais no

contexto pandémico da COVID-19, em fungao de sistematizar o desenvolvimento de alguns
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casos na Bahia, em niveis de infeccao, através dos modelos matematicos voltados para

Epidemiologia, baseado nas Equacoes Diferenciais.

1.2.1 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos os quais devem oportunizar os aspectos que pretendem ser

alcancados para realizacao do objetivo geral, sao:

» Sistematizar conceitos e defini¢oes das Equacoes Diferenciais;
o Abordar os tipos, ordens e linearidade de uma Equacao Diferencial;

o Associar os Sistemas de Equacoes Diferenciais, com os modelos aplicados a Mode-

lagem Epidemiolégica;
o Investigar Equagoes Diferenciais e os modelos mateméaticos para epidemias;
o Conceituar e definir Modelagem Matematica;
o Relatar alguns aspectos histéricos sobre as Equacoes Diferenciais;

o Analisar os historicos de picos e equilibrio da COVID-19 na Bahia, nas 15 primeiras

semanas do ano de 2021;
» Exemplificar os modelos epidemiolégicos SIS, SIR e SEIHR,;

e Modelar dados a niveis de infeccao da COVID-19, originados no estado da Bahia,

através do modelo matematico epidemioldgicos SIR.



Capitulo 2

Metodologia

Apresentam-se aqui os elementos metodoldgicos utilizados para realizacao e compre-
ensao da pesquisa descrita. Considerando a estrutura envolvida, a classificacao e o tipo
da pesquisa, os paragrafos descritos posteriormente configuram-se seguindo uma ordem
de apresentagao de acordo com as construgoes elaboradas no corpo do trabalho, ja que
a organizacao dos capitulos sugere que diferentes métodos cientificos sejam adotados, em
funcao das distintas fontes de pesquisas estabelecidas, como, por exemplo, documental e
bibliografica.

No que concerne aos estudos e abordagens das Equagoes Diferenciais Ordinarias, Mo-
delagem Matematica Aplicada a Epidemiologia, a pesquisa se configura de natureza apli-
cada, na qual, segundo Mello, Kanefa e Souzd (2013), tem o sentido de gerar solugdes
ou entender como lidar com um problema. Atribui-se assim, aporte para o planejamento
de novas pesquisas ou para a compreensao teorica de certos setores do conhecimento.
Os objetivos atribuidos aos seguintes capitulos sdo de origem exploratéria, que por sua
vez, ainda segundo o autor, tem como principal finalidade esclarecer concepcoes e ideias,
visando obter maior familiaridade com o problema para torna-lo explicito, geralmente
assumindo a forma de pesquisa bibliografica.

Para Mello, Kaneta e Souza (2013), a pesquisa bibliografica corresponde ao estudo
sistematizado desenvolvido com base em material e dados que ja receberam tratamento
extensivo, ou seja, documentos de dominio cientifico. Geralmente, estes tém o obje-
tivo de relacionar caracteristicas, ideias e conceitos, envolvendo leitura, selecdo, ficha-
mento e organizacao de textos importantes para o estudo em andamento. A busca
para construcao deste tipo de pesquisa pode ser de forma manual, através de livros ou
materiais disponiveis em bibliotecas, ou eletronicamente, em intimeras ferramentas de
buscas que proporcionam este levantamento, como, por exemplo, os periddicos CAPES:
http://periodicos.capes.gov.br, Google Académico: http://scholar.google.com.br; SciELO
- Scientific Electronic Library Online, entre outras plataformas.

Para Bofelha e Crn (2013), a pesquisa documental é realizada através da coleta, clas-
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sificacdo, selecdo e utilizagdo de documentos primérios (cartas, atas, registros, jornais,
sites governamentais, etc.), ou seja, documentos que nao sofreram nenhum tratamento
analitico, que servirao de fonte para a coleta de dados. Nestes casos, os conteudos pesqui-
sados ainda nao tiveram nenhum tratamento analitico, sao ainda matéria-prima, a partir
da qual o pesquisador vai desenvolver sua investigacao e analise.

Para [Kripka, Scheller e Bonottd (2015), a pesquisa documental e bibliogréfica, apesar
de se assemelharem, ndo devem ser confundidas, visto que as fontes de coletas as dife-
renciam. A documental tem os dados obtidos estritamente provenientes de documentos
de fontes rudimentares, com o objetivo de compreender um fenémeno, sendo um proce-
dimento que se utiliza de métodos e técnicas para a apreensao, compreensao e analise de
documentos dos mais variados tipos. Entretanto, a pesquisa bibliografica corresponde a
uma modalidade de estudo e de analise de documentos de dominio cientifico, sendo sua
principal finalidade o contato direto com documentos relativos ao tema em estudo.

No que tange parte da coleta de dados acerca da Epidemia do Novo Coronavirus,
configura-se em uma pesquisa documental, da qual apresenta caracteristicas semelhantes
as da pesquisa bibliografica, diferindo no que se refere a fonte dos dados. Posteriormente,
neste processo de analise dos estudos procedentes da conexao entre conceitos matematicos,
referente as Equacgoes Diferenciais e a Modelagem Mateméatica Aplicada a Epidemiolo-
gia, iremos associar a pesquisa documental e bibliografica, na perspectiva de um estudo

analitico dos fatos coletados.

2.1 Fonte de Coleta de Dados

A fonte de coletas de dados, como visto no topico anterior, se originou da coleta e ana-
lise de dados cientificos e documentais. Para os estudos dos conceitos das Equacoes Dife-
renciais Ordinéarias, Modelagem Matematica Aplicada a Epidemiologia e a alguns estudos
acerca das aplicagoes das Equagoes Diferenciais Ordinarias nas Infecgoes da COVID-19,
foram utilizadas bases de dados nacionais, disponiveis de forma online, Scielo (Scientific
Eletronic Library Online), Portal da CAPES, Google Académico/Scholar, filtrados a par-
tir dos respectivos titulos. Outra fonte de pesquisa utilizada foi os materiais bibliograficos,
como livros disponibilizados em bibliotecas, contendo defini¢oes, principais resultados e
aplicagdes das Equagoes Diferenciais Ordinérias.

Dentre os artigos encontrados, foram revisados e filtrados, a partir dos contetdos,
uma lista de pesquisas para a selecao de inclusdo no estudo. Com isso, os critérios das
opg¢oes para a busca de dados da pesquisa foram a apreciacao dos titulos cientificos iden-
tificados, resumos de artigos, teses e textos dos peridédicos, livros com conceitos basicos
e consolidados, com palavras-chave como: Equagoes Diferenciais, Modelos Matematicos,
Epidemiologia, Equacoes Diferenciais Aplicadas a Epidemiologia. As datas do material

eletronico selecionado entre teses e peridédicos, para a pesquisa, abrangem o intervalo do



2.2. POPULAGAO E AMOSTRA 24

ano de 2010 a 2023.

J& para as coletas de dados acerca da COVID-19, entre os picos de infecgdes e os
periodos de estabilidade do virus no ano de 2021 no Brasil, foram utilizados sites govena-
mentais, jornais, meios eletronicos, sites oficiais, Ministério da Satide no Brasil e World
Health Organization (OMS, Organizagao Mundial da Sauide).

2.2 Populacao e Amostra

A populacao escolhida para analise de dados foi o estado da Bahia. Localizado na re-
gido Nordeste do Brasil, sendo o quinto estado em extensao territorial, com 564.760.427km?
ocupando 6,6% da area geografica do pais. Sua populagao representa a quarta maior do
pais, com uma estimativa de 14.930.634 habitantes, representando 7,1% do total do pais
(BAHTAI, P021a). De acordo com a divisao politico-administrativa, abrange 417 muni-
cipios, tendo como capital a cidade de Salvador, situada na macrorregiao Leste e que
representa 19,3% do total de habitantes do estado (BAHTAI 2017).

Trata-se de um estudo epidemioldgico descritivo retrospectivo, realizado a partir de
dados secundarios extraidos do Boletim Epidemiologico do Estado, publicado no site
da Secretaria de Satude do Estado da Bahia (SESAB). Originados entdo de documentos
oficiais que contém informagoes relevantes sobre a situacao epidemiologica de toda regiao.

Os dados foram coletados no dia 19 de Marco de 2023. O boletim engloba todas as in-

formacoes referentes aos casos confirmados, descartados e ébitos. As amostras analisadas

foram os boletins referentes a primeira até décima quinta semana do ano de 2021.

2.3 Analise de Dados

Para o método de solugao numérica referente ao sistema de equagao, foi necessaria a
criacao de uma funcgao prépria e os mecanismos de troca da taxa de transmissao da doencga
[, de modo que fosse possivel otimizar tais parametros para encaixar a curva reproduzida
com os dados dos boletins epidemiolégicos do estado da Bahia em Bahial (P2021a).

A partir desta solugao base, foi possivel executar o processo Numérico de Runge-Kutta,
alcangando resultados a curva dos resultados numéricos das equacoes. Estes dados relaci-
onaram as contaminagoes com as interacoes em funcao do tempo e foram renderizados via
biblioteca Matplotlib que gerou os graficos apresentados. Assim, determinamos iteragoes

até encontrar a curva mais préxima possivel dos dados reais.
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Equacoes Diferenciais

O Calculo, diferente de uma Matematica estatica, é fundamentalmente dinamico por
se tratar de variacao e movimento, bem como de quantidades que tendem a outras quan-
tidades. Por essa razao ele pode ser 1til quando tentamos resolver diversos problemas.
Umas das aplicagoes mais importantes do Calculo sao as Equagoes Diferenciais, quando
sao utilizadas pelos fisicos e cientistas sociais para analisar um processo de modelagem
matematica que se origina das efetivas aplicagoes das Equagoes Diferenciais (STEWART]
2009).

A seguir, veremos a base tedrica das Equagoes Diferenciais, bem como sua classificacao
quanto ao tipo, numero de fungoes incégnitas, ordem, e a linearidade, assim como os mé-
todos de solugbes provenientes das suas especificacoes. As defini¢des e conceitos previstos
neste capitulo foram descritas conforme a parte literaria encontrada nos autores: Zill'd
Cullen (20010), Stewarfi (2009), Boyce e Diprima (P011). Desta forma, quando necessaria
a citacao de diferentes autores, serao estas, sinalizadas no corpo do trabalho no momento

conveniente a isto.

3.1 Terminologia e Definicoes Basicas

Equacoes Diferenciais sdo equagoes que contém uma fungdo desconhecida e uma ou
mais de suas derivadas. Podemos dizer que, neste caso, as incégnitas destas equacoes sao
as fungoes e suas respectivas derivadas de uma ou mais variaveis dependentes em relacao

a uma ou mais variaveis independentes. Mais formalmente,

Definigao 3.1 (Equagao Diferencial). Uma equagao que contém as derivadas ou diferen-
ciais de uma ou mais variaveis dependentes, em relacao a uma ou mais variaveis indepen-

dentes, é chamada de Equacgao Diferencial.
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Uma fun¢ao de uma variavel real é dada por y = f(z), onde x é a variavel independente

e y a variavel dependente e sua derivada é representada por:

dy
e f(z). (3.1)

Exemplo 3.1.

A derivada de uma funcao de x pode ser calculada por regras apropriadas vistas no
curso de Célculo Diferencial e ela mesma é uma fungao de . Consideremos, por exemplo,

2 ~
y = €e¥ , entao:

Z—z = 2z¢”  ou Z—Z = 2zy. (3.2)

No caso das Equacgoes Diferenciais, o problema a ser solucionado é: dada uma equagao
dy
dzx

resolvemos, espera-se que encontremos todas as solugoes possiveis e as classifiquem quanto

= 2zy, encontre uma funcao y = f(x), que satisfaca a equagdo. Logo, quando a

ao Tipo, Ordem e Linearidade que as Equagoes Diferenciais possuem.

3.1.1 Classificacao pelo Tipo

Este tipo de classificagdo baseia-se em saber se a funcao desconhecida depende de uma
Unica variavel independente ou de diversas variaveis independentes. No primeiro caso, se
uma equagao contém somente derivadas ordinarias de uma ou mais variaveis dependentes,
com relacao a uma tunica variavel independente, ela é chamada de Equacgao Diferencial
Ordinaria (EDO).

Mais formalmente, uma lei que relaciona a variavel independente x, a uma funcao y

(varidvel dependente) e suas sucessivas derivadas y/,y",--- ,y™, isto ¢,

F($7y7y,7 e 7y(n)) = 07
¢é chamada de Equagao Diferencial Ordinéaria de ordem n.

Exemplo 3.2. As equagoes

dy
— —5y=1 3.3
7 %Y (3.3)
(y —z)dx + 4axdy =0 (3.4)
du dv
Py dy
CJ 9 L ey =0, (3.6)

dx? dx
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sao Equagoes Diferenciais Ordinarias. Ja uma equacao que envolve as derivadas parciais
de uma ou mais variaveis dependentes de duas ou mais variaveis independentes é chamada
de Equagao Diferencial Parcial (EDP).

Exemplo 3.3.
ou ov
8_y =~ (3.7)
ou Ou
*u  0%u ou

Sao Equacoes Diferenciais Parciais. Neste trabalho, limitaremos nosso estudo as Equagoes

Diferenciais Ordinérias.

3.1.2 Classificacao pelo Numero de Funcgoes Incognitas

Existem muitos problemas fisicos que envolvem diversos elementos separados associ-
ados de alguma forma. Por exemplo, circuitos elétricos tém essas caracteristicas, assim
como problemas de mecanica e em outros campos. Nesses e em outros casos semelhantes,
o problema matematico correspondente consiste em um sistema de duas ou mais Equacoes
Diferenciais, que podemos classificar enquanto niimero de fungoes incognitas. O ntimero

de fungoes numa Equacao Diferencial determina que:

(a) Quando o problema correspondente envolver apenas uma fungao incognita, teremos
apenas uma unica Equacdo Diferencial, conforme equagao (B1), onde temos um
modelo de circuito RC, que trata-se da combinagao de resistor e capacitor, de fun-
damental importancia em circuitos eletronicos, visto em uma Equacao Diferencial
Ordinéria, cuja tinica funcao incégnita é QQ = Q(t). Além disso, temos que a equagao
(B1m), é uma equagao parcial de Laplace, cuja funcao incégnita é u = u(z,y),que

possui apenas uma funcao incognita.

(b) Quando o problema envolver mais de uma fungéo incégnita, teremos um Sistema de
Equagoes Diferenciais, conforme equagao (B132), cujas fungoes incognitas sdo x(t) e
y(t).

Exemplo 3.4. Sao equagdes com mais de uma Fungao Incognitas

dQ( ) 4 Q V(t) (3.10)

82u 0%u

57 T =" (3.11)
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{ (t) = y(t) (312

3.1.3 Classificagcao pela Ordem

A ordem de uma Equacao Diferencial é a ordem da maior derivada que aparece na

equagao. Por exemplo, quando temos

Flt,u(t),u(t),...,u™(t)] = 0, (3.13)

dizemos que esta ¢ uma Equagao Diferencial de ordem n. Logo, a equacao expressa uma
relacdo entre a variavel independente t e os valores da funcao u e de suas n primeiras
derivadas, u/,u”, ...,u™. E conveniente e usual em Equacoes Diferenciais substituir wu(t)
por y e u/(t),u"(t), ..., u™(t) por 3/, 9", ...,y"™, assim a equacio fica:

F(t,y,y,....,y™) = 0. (3.14)

Exemplo 3.5.
y/// + 26ty// 4 yy/ — t4 (315>

¢ uma Equagao Diferencial de terceira ordem, para y = u(t).

Outro tipo de notacao que pode ser utilizada nas derivadas é

Exemplo 3.6. Observe as equagoes a seguir:

dy dy\’
—Z45(2) —dy=¢" 3.16
d:c2+ (dx) v=e (8.16)

é uma Equagao Diferencial Ordinaria de segunda ordem (ou de ordem 2). Sabe-se que a

Equacao Diferencial (84) pode ser escrita na forma

dy
4 = 1. 1
e +ty== (3.17)

dividindo pela diferencial dz, trata-se entdao de uma Equagdo Diferencial de primeira

ordem.

A equacao

—+—=0 3.18
@ + (3.18)

¢ uma Equacao Diferencial Parcial de quarta ordem.
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3.1.4 Classificagao pela Linearidade

Uma classificagao crucial de Equacoes Diferenciais € se elas sao ou nao lineares. Uma

Equacao Diferencial é chamada de Linear, quando pode ser escrita da seguinte forma:

ny dn—ly dy B
an(:zr)dxn + ap—1(x) e +...+ al(x)dx + ap(z)y = g(x). (3.19)

As Equacgoes Diferenciais Lineares sdo caracterizadas por duas propriedades:

(i) A varidvel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau; isto é, a

poténcia de cada termo envolvido y é 1.

(ii) Cada coeficiente depende a; apenas da varidvel independente x.
d
rr—=—r"— +3rx—+ 5y =¢€" (3.20)
x

A equacao B20 é uma Equacao Diferencial Linear. Uma equacao que nao é linear é

chamada de nao-linear. As equacoes

yy' =2 =x (3.21)
d3y

—2 4+ 22 =0 3.22
723 T2 (3.22)

sao equagoes diferencias ordinarias nao-lineares de segunda e terceira ordem, respectiva-
mente, em razao do coeficiente depender da variavel y e a poténcia de cada termo ser
diferente de 1.

3.2 Solucoes

Definig¢ao 3.2 (Solugao para uma Equagao Diferencial). Qualquer funcao f definida em
algum intervalo I, que quando substituida na Equacao Diferencial, reduz a equacao a uma

identidade, é chamada de solugao para equacao no intervalo.

Em outras palavras, uma solucao para uma Equacao Diferencial ordinaria

F(x,y,y,....,y4") =0 (3.23)

¢ uma funcao f que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equacao, isto é:

F(z, f(x), f'(@), ... f* (@) = 0, (3.24)
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para todo x no intervalo I. Propositalmente, fica vaga a forma precisa do intervalo I na
definicao de solugdo acima. A depender do contexto, I pode representar um intervalo
aberto (a,b), um intervalo fechado [a, b], um intervalo infinito (0, c0) e assim por diante.

Segundo Seco e Pafrad (2018), assim como nos métodos para resolver uma Equagao
Algébrica, os métodos para resolver uma Equagao Diferencial Ordinaria dependem de sua
forma. Sendo assim, existirao meios simples de determinar solugoes e técnicas um pouco
mais complexas para determinar tais solugdes. A solucdo mais geral possivel admitida é
denominada solugao geral, enquanto que outra solucao é chamada de solucao particular.

Isto acontece quando sao dadas condigoes iniciais para a equagao.
Exemplo 3.7. As solugoes
1. y(z) = e é uma solugao particular de y' +y = 0.
2. y(x) = Ce™™ é uma solugao geral de ¢y +y = 0.
3. y(x) = senx é uma solugao particular de y” +y = 0.
4. y(r) = Asenx + Bcosz é a solugao geral de ¢y’ + y = 0, para todo A, B € R.
Solugoes de algumas equagoes:

Exemplo 3.8.

: at _ o
Verificar se y = 6 ¢ uma solucao da equacao nao-linear

dy

7 = e (3.25)

no intervalo (—oo, 00).

Solugao: Uma maneira de comprovar se a fungao dada é uma solucao é escrever a

Equacao Diferencial como

gy =0 (3.26)

e verificar, apds a substituicdo, se a diferenca acima é zero para todo x no intervalo.
Usando

1
dy 423 1 at\2  a?
o 7= (=) =, 3.27
dr 16 4 oY (16 4 (3.27)
Percebemos que:
dy 28 x> AR
T Y2 1 x < 1 ) 1 1 ( )

x
para todo ntimero real. Logo y = T é solucao da equagao dada.
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Exemplo 3.9.

A funcado y = ze® é uma solucdo para a Equacgao Linear

v' =2y +y=0 (3.29)

no intervalo (—oo, 00). Para verificar isso, calculamos

Y =ze"+e" e Y =uxe” + 26 (3.30)

Observe que

y' =2y +y= (e + 2e") — 2(xe” + ") + xe® =0 (3.31)

para todo numero real.

Nos Exemplos B8 e BH, a fungao constante y = 0 também satisfaz a Equagao Dife-
rencial, para todo x real. Uma solugao identicamente nula em um intervalo I é em geral

referida como solugao trivial.

3.2.1 Solucoes Explicitas e Implicitas

Solucoes de Equagoes Diferenciais sao divididas em explicitas e implicitas. Uma so-

lugdo que pode ser escrita na forma y = f(x) é chamada de solugdo explicita. Nos
4

x d
exemplos anteriores B8 e B9, y = 6 e y = xe® sdo solugoes explicitas de Y _ a:y% e
y" — 2y +y = 0, respectivamente. Dizemos que uma relacdo G(z,y) = 0 é uma solugao
implicita de uma Equacao Diferencial ordinaria em um intervalo I, se ela define uma ou

mais solugoes explicitas em I.
Exemplo 3.10.

Para —2 < x < 2, a relacao 2? + > — 4 = 0 é uma solucdo implicita para Equacio

Diferencial
Z—i - —g. (3.32)
Segue, por derivacao implicita, que
L+ o) - Ly =0 (3.33)
2x+2yd—y =0 ou Z—Z = —g
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A relacido 22 + y? — 4 = 0 no Exemplo B0 define duas funcoes diferenciais explicitas:
y=+v4—1a2%ey=—v4— 22 no intervalo (—2,2). Além disso, note que qualquer relagao

x
da forma 2% + 3% — ¢ = 0 satisfaz, formalmente, A para qualquer constante c.

dx

Porém a relacao deve sempre fazer sentido nos ntimeros reais.

3.2.2 Numero de Solugoes

As solugoes de uma Equacao Diferencial geralmente possui um nimero infinito de solu-
¢oes, correspondente a escolhas de parametros ilimitados. Uma solug¢ao de uma Equacao
Diferencial que nao possui parametros arbitrarios é chamada de solugao particular. Por
exemplo, podemos mostrar que, por substituicdo direta, qualquer funcao da familia de
parametro tnico y = ce“’Q, em que ¢ é uma constante arbitraria, também satisfaz a equa-
cao (B2), como mostra a figura Bl em (a), apresentando familias de solugoes para valores
arbitrarios de ¢ = 0, ¢ > 0 e ¢ < 0. Indicamos também que no Exemplo B9, podemos

verificar por substitui¢do que y = cre” é uma familia de solugoes da Equacao Diferencial
dada.

Figura 3.1: Familia de Solugbes

c>0

¥ <

c<0

Fonte: Autoria prépria
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Exemplo 3.11.

c
Para qualquer valor de ¢, a fungdo y = — 4+ 1 é uma solugdo da Equacao Diferencial
x

de primeira ordem

dy
— =1 3.34
zo+y (3.34)
no intervalo (0, 00). Temos,
dy d, d 5 c
2 (1) = — = —— 3.35
0y = Cp@ ) () = e ot (3.35)
entao,
L —x<—£)+(5+1>—1 (3.36)
dr VT x? T - '

Variando o parametro ¢, podemos gerar uma infinidade de solugbes. Em particular,
fazendo ¢ = 0, obtemos uma constante y = 1, como mostra o grafico correspondente a
fun¢ao na Figura Bl em (b).

No Exemplo BT, y = ¢ + 1 é uma solucao da Equacao Diferencial em qualquer
intervalo que nao contenha a origem, pois a fun¢ao nao é diferencidvel em = = 0.

Neste caso, uma solugdo para uma Equacao Diferencial que nao depende de para-
metros arbitrarios é chamada de solugao particular, sendo que uma das formas de obter
uma solugao particular é escolhendo valores especificos para os parametros na familia de

solugoes.

3.2.3 Uma Familia a n—parametros de Solugoes

A solugao geral para a EDO de ordem n
Flz,y,y,y",...,y™) =0 (3.37)

¢ uma funcao que possui n constantes ¢y, co, ..., ¢,, que chamamos de parametros. Por-
tanto a solugao geral da EDO de ordem n é uma familia a n -parametros de solugoes
(na forma explicita ou implicita) que contém todas as solugoes possiveis em um intervalo

I.
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Exemplo 3.12.

2

Mostre que y = c1€” 4+ coe™** é uma familia a 2-parametros de solucoes de

Py dy
bl A AN, V. .
Tt~ 2=0 (3.38)

d
e ache a solugao particular que satisfaga a condicao y =1 = d quando x = 0.

dx

Solucao:

2

d
Se y = c1e” + e %*, entdo il cr1e® — 2c9e7% ¢ &y _ cre® + dege 2",
dx dx?
Portanto,
&y + &y _ 2y = (c1e” +dcge ) + (c1€” — 2coe™ ") — 2(cre” + cpe” )
e iaa 1 2 1 2 1 2

= 16" 4 deoe 2 + 1% — 2c9eH — 20167 — 2eqe
= 0.

2

Logo, y = c1e® 4+ coe™** é uma familia a 2-parametros de solugoes da Equagao Dife-

rencial.

d
Sey=1= el quando x = 0, temos:
dx

cpt+e=1
b (3.39)

61—262:1

Resolvendo temos ¢; = 1 e co = 0. Portanto a solugao particular é y = e*.

3.2.4 Solucao de Equacao Diferencial Ordinaria de Ordem n

Se uma EDO de ordem n é da forma

— = f(=), (3.40)
entdo sua solucao geral é obtida de uma maneira direta, por integragoes (sucessivas).
Exemplo 3.13.

Ache a solucao geral da Equacao Diferencial

d
d—i = —senz + 3z. (3.41)
Solugao: Fazemos

dy = (3x — senz)dx (3.42)
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e integramos ambos os lados da igualdade, obtendo

/dy = i(jx — senz)dz 513

yZT—I—cosx—l—cl, c1 € R.

~ 7 x2
Portanto, a solucao geral ¢ y = 5 +cosx + ¢5.

Exemplo 3.14.

Encontre a solucao geral da Equagao Diferencial

d?y s 1
Solucao: Fazemos,
1
d*y = (5:1:4 — —) da® (3.45)
x

e integramos ambos os lados da igualdade,

/de = / <5:c4 — i) da?
/dy = /(3:5 —Inz +¢)de (3.46)

y:E—xlnx—f-x—l—l’ﬁ'FCQa c, 02 € R

6
x
Portanto, a solucao geral é y = o xlnx + xcy + c2, onde ¢ = (¢; — 1).

3.3 Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

A fim de encontrar algumas solugoes das Equacgoes Diferenciais de Primeira Ordem,
precisamos utilizar algumas técnicas e métodos para resolvé-las, os quais serdo definidos
pelo tipo e classificagdo. Durante muitos anos, muitos mateméaticos se esforcaram para
resolver diversos tipos particulares de equagao, por isso, ha varios métodos de solugoes.

Os métodos e as técnicas utilizadas em uma dada equagao, muitas vezes nao se aplicam
necessariamente a outros tipos. Logo, nesta se¢ao veremos alguns métodos dos principais

tipos de aplicagoes de solugoes nas Equacgoes Diferenciais de primeira ordem.

3.3.1 Problema de Valor Inicial (PVI)

Ao resolver uma Equacao Diferencial de primeira ordem, no contexto em que supomos

uma Equacio Diferencial F(x,y,7/,...,4™) = 0 que pode ser colocada na forma y™ =

f<x7 y7 y’? tt yn_l)' Seja’

dy
%—f(QT,y)
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sujeita & condigao inicial y(xg) = yo, em que xy peretence a um inetervalo I e yp é um

ntmero real e arbitrario. O problema

dy
Resolva: =2 =
esolva: - f(z,y)

Sujeito a: y(xo) = Yo

Notacao:
dy
= f(x
iGN (3.47)
y(zo0) = Yo

¢é chamado de problema de valor inicial. Em termos geométricos, estamos procurando
uma solucao particular para a Equacao Diferencial definida em algum intervalo I tal que

o grafico da solugao passe por um ponto (g, o) determinado.
Exemplo 3.15.

Resolva o PVI

d
a2 —1=0

dx : (3.48)
y(1) =2

d
Solucao: Dada a equagao, d_y — 622 — 1 =0, temos
x

dy

= 1
Ir = 622 +
dy = (62 + 1)dz

(3.49)

[v= [0+ 1o

y:2x +x+4+c¢, c €R
Encontrada a solucao geral da equacdo, y = 22 + = + ¢;, vamos determinar a solucao
particular no ponto y(1) = 2, substituindo os valores na equagao:

y=21+2+¢c
=2(1)° +1+4¢

2=24+1+4+0¢ (3.50)
2—3201
61:—1.

Portanto a solucdo particular da equacao é y = 223 +x — 1.
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3.3.2 Existéncia e Unicidade de Solucao para EDO

De acordo com Sadré (2003), quatro importantes questionamentos acerca das EDO

Sa0:
1. Dada uma Equagao Diferencial, serda que ela tem solucao?
2. Caso tenha solugao, esta solucao é tnica?
3. Existe uma solucao que satisfaca alguma condicao especial?

4. Sob que condi¢des podemos garantir que existe uma solugao do PVI?

Para ele, as respostas destas perguntas estao garantidas com o Teorema de Existéncia
e Unicidade de solugao. [Yartey e Ribeird (2017), apresentam o teorema que determina a
existéncia de uma Equacao Diferencial, seguido do teorema de unicidade, o qual veremos

a seguir.

Teorema 3.3.1 (Existéncia). Suponha que f(x,y) € continua num retangulo
R={(z,y):xo—h<z<zo+hy—k<y<uy +k}

centrado em (xo,v0). Entdo existe um nimero hy (possivelmente menor que h) tal que
uma solugdo y = ¢(x) de (BZD) é definida no intervalo (xg — hy,xo + hy).

Teorema 3.3.2 (Unicidade). Suponha que f(x,y) e sua derivada parcial g(x,y) se-
jam continuas num retangulo R como no Teorema B31. Entdo existe um fnimero hs
(possivelmente menor que hy) tal que uma solugio y = ¢(x) de (BZD), cuja a existén-
cia € garantida pelo Teorema B3, € a unica solu¢io da equacdo definida no intervalo
(g — ha,xo + h2).

Exemplo 3.16.

Considere o PVI

dy oz
dx y o (3.51)
y(1) =0

Verifique se a existéncia e unicidade de solugoes estao garantidas. Solugao: Analisando

a fungao e sua derivada no ponto y(1) = 0:

fla,y) = = (3.52)

af
oy y

(3.53)

X
—-
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Observe que as fungbes (B5H2) e (B:53) nao sao continuas no ponto y(1) = 0, pois nao
sao definidas nestes pontos. Entao os Teoremas B3 e B3 podem nao ser usados para

analisar a existéncia e unicidade de um PVI.

Observagao 3.1. A relagio x* + y* = 1 satisfaz o PVI (B1), mas nao é uma solugdo
no sentido do Teorema B-31. Recorde que uma solucdo deve ser definida num intervalo
que contém a coordenada xo do valor inicial. Contudo y € definida implicitamente em

x = 1, mas ndao no intervalo em torno de x = 1. De fato, o PVI possui duas solucoes

o1(x) = V1 —2% e po(x) = —v/1 — 22,
Exemplo 3.17.

Considere o PVI

dy 3z2 +1
de  2y—4 (3.54)
y(0) = =2

Verifique que a existéncia e a unicidade de solugoes estao garantidas. Solugao: Colocando
a equacao deferencial dada na forma exigida pelos Teoremas BZ31 e B2, temos:

dy 3t +1

29 — , 3.55
Analisaremos a fungao e sua derivada em y(0) = —2:
322 +1
= 3.56
f(z,y) 2y 1 (3.56)
0 32 +1
of = _L‘ (3.57)
Oy 2y —2)
_ . of :
Observe que a funcao f e a sua derivada 0 sdo continuas em y(0) = —2.
Y

Solugao: Encontrando a solugao geral para esta equagao, separando as equagoes teremos,
(2y — 4)dy = (32° + 1)dx
/(2y —4)dy = /(3352 +1)dz
Y —dy+d=2"+r+4+¢

(y—2P=a*+ar+4+c
y:2i\/x3+x+4+01, c € R.

(3.58)

Portanto, a solucao geral da equacao ¢

y=2+Vrl+ar+4+c¢ e y=2—at+r+4+c.
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Solucao do PVI

Paray =2 — Va? +x + 4 + ¢4,

—2=2—/(0P+0+4+¢
—4:—\/4+Cl

(3.59)
16=44+¢
01:12.
Paray=2++Va3 +x+4+cp,
—2=2+/(03+0+4+¢ (3.60)

—4: \/4-’-61,

nao possui solugao.
Portanto, a solucao particular que satisfaz y(0) = —2 é y = 2 — V23 + x + 16.
Facamos o Exemplo BI7 com a condigao inicial modificada para y(0) = 2. Analisando

a funcao e sua derivada em y(0) = 2, temos

fla) = 5 (3:61)
8_f B 322+ 1
5~ 30— (3.62)

0
Observe que a funcao f e a sua derivada 8_f sequer existem em y(0) = 2, portanto nao é
Y

possivel garantir uma soluc¢ao tnica.

Solucao do PVI

Mantendo a solugao geral y = 2 + /2% + x + 4 + ¢1, para y(0) = 2, obtemos

2=2++/20B3+0+4+¢
Oz:l:\/4+C1

(3.63)
0=14 +

C1 = —4.

Portanto as solugoes que satisfazem y(0) = 2, sdo,

y=24+vVr3+zx e y=2—-Vri+u.
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3.3.3 Variaveis Separaveis

Defini¢ao 3.3 (Equacao Separavel). Uma Equagao Diferencial na forma
9 (3.64)

é chamada de equacao separavel ou que tem variaveis separaveis. Pode ser escrita na
forma

h(y)dy = g(x)dx. (3.65)

Método de Solucao

Utilizando a equagao (BB4), vamos integrar ambos os lados, indicando o procedi-

mento de resolucao das Equagoes Diferenciais Separaveis,

/ h(y)dy = / g(z)dz. (3.66)

Uma familia a um pardmetro de solugdes é obtida integrando ambos os lados de h(y)dy e
g(x)dx, podendo reduzir a uma unica constante de integra¢do em que ¢ é completamente
arbitraria. Por exemplo, multiplos de constantes ou combinagoes de constantes podem

ser trocadas a uma unica constante:
/h(y)dy +c = /g(x)dw + ¢y
/h(y)dy = /g(x)dx +c—a (3.67)

/ h(y)dy = / g(2)dz +c.

Exemplo 3.18.

Resolva y
Yy
1)—= = .
(x+1) o=t 6
Podemos escrever
z+ 6
dy = (a: n 1) dx. (3.68)

Integrando ambos os lados, obtemos

/dy:/@i?) & (3.69)

y=x+5njz+1]+¢, ceR.

Portanto, a solucao geral da equacao é y = x + 5ln |z + 1| + c.
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3.3.4 Equacoes Homogéneas

Antes de definir uma Equacgao Diferencial Homogénea de primeira ordem e seu método

de solucao, vamos examinar a natureza de uma funcao homogénea.

Definig¢ao 3.4 (Fungao Homogénea). Se uma funcao f satisfaz

fta,ty) =" f(x,y) (3.70)
para algum numero real n, entao dizemos que f é uma fungdo homogénea de grau n.

Exemplo 3.19.

(a)

f(z,y) = 2® + 3zy + ¢
flta,ty) = (tx)® + 3(tz)(ty) + (ty)*
= 22 + 3t%xy + t2y?
= *[2” + 3zy + ¢*] = £ f (,y)

(3.71)

¢ uma func¢ao é homogénea de grau dois.
(b)

flx,y) = Vo +y?
Flta, ty) = /Pa? + 1292 = £3 /22 + 42 (3.72)

2
=15 f(z,y)
¢ uma fundao homogénea de grau 3

(c)

flzy)=2"+y°+1

(3.73)
flta,ty) = °2° + %y° + 14 8 f(x,y)
pois 3 f(z,y) = t323 + t3y3 + #3. Neste caso, a fungdo niao é homogénea.
(d)
T
o5, (3.74)
trty) = — A= " 1 4=t
[tz ty) oy TAT gt f(z,y),

¢ uma funcao homogénea de grau zero.
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Na equagao (BZ73) a constante adcionada a funcao invalida a homogeneidade. J& em
(BZ2), a constante adcionada a fungao torna-a homogénea de grau zero. A fung¢ao pode
ser reconhecida homogénea examinando o grau de cada termo.

Para uma funcao ser homogénea, os graus dos termos da equacao precisam ser iguais.

Sendo f(x,y) uma funcdo homogénea de grau n, note que podemos escrever
flay) =2 f(l,g) e y'flzy)=f o) (3.75)
Y x ~ .
em que f <1, —) e f | —,1| sdo ambas homogéneas de grau zero.
z y

Exemplo 3.20.

Vimos que f(z,y) = 2% + 3zy + 3> é homogénea de grau dois. Logo,

f(z,y) = 2? [1 +3 (Q) - <y>2: = 2°f (1, y) (3.76)

T T i

143 (g) + (2)2 = y2f (g 1) . (3.77)

Definigao 3.5 (Equac¢ao Homogénea). Uma Equagao Diferencial da forma

flz,y) =y

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (3.78)

¢ chamada de homogénea se ambos os coeficientes M e N sao fun¢des homogéneas de

mesmo grau.

Ou seja, a equagao M(x,y)dz + N(z,y)dy = 0, é homogénea se,

M(tz,ty) =t"M(z,y) e N(tx,ty) =t"N(z,y), para algum n € N. (3.79)

Método de Solucao

Uma Equagao Diferencial Homogénea M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0 pode ser resolvida
por meio de uma substituicao algébrica. Especificamente, a substituicdo y = ux ou
T = vy, em que u e v sa0 as novas variaveis independentes, transformard a equagdao em
uma Equacao Diferencial de primeira ordem separavel. Para isso, seja y = ux; entao

temos que dy = udx + xdu. Substituindo em (BZZR), temos

M (z,uz)dx + N(z,uz)[udx + xdu] = 0. (3.80)
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Pela propriedade de homogeneidade dada em (BZ73), podemos escrever

"M (1,u)dx + 2" N (1, u)[udz + xdu] = 0 (3.81)
ou
[M(1,u) + uN(1,u)]dx + zN(1,u)du = 0. (3.82)
Assim,
N(1
de Luwde (3.83)

r  M(1,u)+uN(1,u)
Exemplo 3.21.

Encontre a solucao da Equacao Diferencial

(2% + y*)dx + (2% — 2y)dy = 0. (3.84)

Solugao: Tanto M (z,y) quanto N(z,y) sdo homogéneas de grau dois. Se fizermos

y = ux, temos dy = [udz + xdu]. Logo

(z? + v*2?)dr + (2* — uz®)[udz + rdu] = 0
22dx + u?zldx + 2*udz + 23du — 2*uide — 2Pudu = 0

2*(1 +u)dr + 2*(1 — u)du =0

dx (1 - u)

—=— du.

x 1+u
Integrando ambos os dados da equagao, temos

dyx__/(i;z) . (3.86)

In|z|=-2In|1+ul+u+ec

(3.85)

Substituindo u por g, obtemos
x

1n|x]:—21n’1+y‘+g+c. (3.87)
xXr s

Aplicando as propriedades de logaritmo, podemos escrever

(z+y)?
CXT

- % (3.88)

In

A definicao de logaritmo implica

(z +y)? = cizex. (3.89)
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3.3.5 Equacoes Exatas

Nesta se¢do vamos considerar uma classe de equagoes conhecidas como equacoes exa-

tas, para as quais também existe um método bem definido de solugao.

Definicao 3.6 (Equagao Exata). Uma expressao diferencial
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (3.90)

¢ uma diferencial exata em uma regiao R do plano zy se ela corresponde a diferencial

total de alguma fungao f(z,y). Uma Equagao Diferencial na forma
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (3.91)

¢é chamada de uma equacao exata se a expressao do lado esquerdo é uma diferencial

exata.

Do Célculo Diferencial para funcoes de duas variaveis, temos o conceito de diferencial

total ou simplesmente diferencial, que iremos relembrar, abaixo:

Defini¢ao 3.7. Dada a fun¢ao de duas varidveis z = f(z,y), definimos sua diferencial

total por:
dz = —dx + —dy. (3.92)

Desse modo, dizemos que M (z,y)dx + N(x,y)dy = 0 é exata, se existir uma fungio
z = f(z,y) tal que,
0z 0z

dz = %dx + 8_ydy = M(x,y)dz + N(x,y)dy, (3.93)
ou seja, tal que,
% = M(z,y) e g—; = N(z,y). (3.94)
Exemplo 3.22.
Resolva a Equacao Diferencial
22 + y? + 2zyy = 0. (3.95)

A equacgao nao é linear, homogénea e nem separavel, de modo que nao podemos aplicar
os métodos conhecidos anteriormente para esse tipo de equacao. Entretanto note que a
funcio ¥ (z,y) = 2% + xy?, tem a propriedade que

O o

2z + 1y = 5 © 2y = e (3.96)
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Portanto, a Equacao Diferencial pode ser escrita como

oY oY,

—+—=—y =0 3.97

o " ayY (3.97)

Supondo que y é uma funcdo de = e usando a regra da cadeia, podemos escrever a
equagao (B97) na forma equivalente

dy d

a9 2y _
- dx(m +ay”) =0 (3.98)

Portanto,

(x,y) =2 +ay’ =c (3.99)

Neste caso, ¢ é uma constante arbitraria, (3399) é uma equacao que define as solugoes
da equagao (B@H) implicitamente.
Ao resolver a equagao (BTH), o passo chave foi o reconhecimento de que existe uma

fungao ¥ que satisfaz a equacao (B790). Mais geralmente, considere a Equagao Diferencial

M(z,y) + N(z,y)y =0. (3.100)
Suponha que podemos identificar uma funcgao v tal que
L) = M), o) = Na), (3.101)
e tal que ¥ (z,y) = c define y = ¢(z) implicitamente como uma fungao diferenciavel de x.
Entao o obd y
M N =Y 2 3.102
(@,9) + Nz, y)y' = o 96 d TVl o)), (3.102)
e a Equagdo Diferencial (B110) fica
d
— = 0. 3.103
2 oo (3.109)

Neste caso, a equacao (B100) é dita uma Equagao Diferencial Exata. Solugoes da Equa-

¢ao (BIOd), ou da equagao equivalente (B13), sdo dadas implitamente por

U(z,y) =c, (3.104)

onde ¢ é uma constante abitraria.

No Exemplo BZ2Z2 foi relativamente facil ver que a Equacao Diferencial era exata e, de
fato, foi facil encontrar a solucao desjada 1. Para algumas equagoes mais complexas pode
nao ser possivel tao facilmente, para isso, veremos a seguir um teorema que fornece um

modo sistematico de determinar se uma Equacgao Diferencial é exata.

Teorema 3.3.3 (Critério para uma Diferencial Exata). Sejam M (z,y) e N(x,y) fungdes
continuas com derivadas parciais continuas em uma regiao retangular R definida por

a<x<b, c<y<d. FEntiouma condicio necessaria e suficiente para que

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (3.105)
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seja uma Equacao Diferencial exata é que

oM  ON
— = 3.106
oy ox ( )
Prova. Condigao necessaria: Por hipdtese, a equagao M (x,y)dx + N(z,y)dy = 0 é

exata. Entao existe uma funcao v no retangulo dado, tal que

_o, O,
dp = Fpde+ 5 dy = M (x,y)dx + N(z,y)dy. (3.107)

Assim,

o 0y _

T = M(x,y) e i N(z,y). (3.108)
Dai, derivando parcialmente de novo, obtemos

2 2
Jyox dy 0xdy Ox

Como as derivadas sdao continuas, por hipétese, segue do Teorema de Schwarz, que

OM _ ON

_—= 3.110

dy ox ( )
oM  ON

Condigao suficiente: Sabemos, agora, que - a Queremos mostrar que a EDO
Y x

M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0 é exata. Para isso, devemos mostrar que existe uma fungao

1, tal que a sua diferencial total seja a equacao dada, isto é, tal que

W _ L Wy

= = 3.111
ox ¢ oy ( )
. oY S
Dali, integrando e M (x,y), com relagdo a variavel x, obtemos
x
vley) = [ M+ g(o) (3112)
. N - o
Derivando esta expressao com relacao a y e confrontando com vl N, temos
(Y
oY 0
v 2 M d ") = N ) 3.113
= o | [t + ) = M) 3.113)

Isolando ¢'(y) e integrando com respito a y, temos que a fungao esperada é dada por

Y(x,y) = /M(ﬂf,y)dH/g’(y)dy- (3.114)
0

Vamos utilizar o critério para mostrar que a EDO ¢ exata, no exemplo seguinte:
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Exemplo 3.23.

Seja a equagao
22% sen(y®)dw + 'y cos (y*)dy = 0. (3.115)

Sendo M (x,y) = 223 sen(y?) e N(x,y) = x'y cos (y?), perceba que derivando as fungoes,

teremos

oM
Ty 42y cos (y?). (3.116)
ON
e 423y cos (y?). (3.117)
Note entao, que neste caso temos
oM  ON
_— = 3.118
dy ox ( )

Portanto a equagao (B113) é uma diferencial exata.
Método de Solucao das Equacgoes Diferenciais Exatas

Seja a equagao

M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0. (3.119)

Mostre primeiro que
%—]\; = %—JZ (3.120)

Depois suponha que
% = M(z,y). (3.121)

Dai, podemos podemos encontrar f integrando M (z,y) com relagdo a x, considerando y

constante. Escrevemos
fla,y) = /M(:v,y)dx +9), (3.122)
em que a func¢do g(y) é a constante de integragdo. Agora, derivando (BI22) com relagao

a y e supondo (9_f = N(z,y), obtemos
Y

of _

dy a% V M(“’awdfﬁ] +9'(y) = N(z,y). (3.123)

Assim,
g (y) = N(z,y) — (% / M (x,y)dz. (3.124)

Finalmente integre (8124) com relagdo a y e substitua o resultado em (BI22). A solugao

é f(z,y) =c
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Observagao 3.2.

Algumas observagoes sao importantes e necessarias. Primeiro, é importante perceber

que a expressao

N(z,y) — %/M(x,y)dx (3.125)

¢ independente de x, pois

5 [V = 5 [aaas = 5= 2 (5 [ wtae)

_ON oM

- Ox oy

(3.126)

Segundo, poderiamos também iniciar o procedimento acima com a suposicao de que

0
—f = N(z,y). Depois integrando N com relagao a y e derivando o resultado com respeito

dy

a x, encontramos o analogo de (BI22) e (BXIZ4), que seria, respectivamente,

flo) = [ Ny +h@) e 0@ =My -5 [Ny @120

Em qualquer caso, nenhuma destas formulas deve ser memorizada. Para verificagdo
de uma equagdo exata ou nao, deve-se assegurar que ela esteja na forma M (z,y)dr +
N(z,y)dy = 0.

Exemplo 3.24.

Resolva
2xydr + (v — 1)dy = 0. (3.128)

Solugdo: Com M (x,y) = 2zy e N(x,y) = 2% — 1, derivando temos

oM ON
ST 2 e o= (3.129)
Logo,
oM ON

Entdo, fazendo f(z,y) = [ M(z,y)dz + g(y), onde g(y), que representa a constante

de integragao, neste caso teremos

fay) = [ 22ys

flzy) = 2%y + g(y).

(3.131)



3.3. EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM 50

Derivando a tltima expressao com relagao a y e igualando o resultado a N(z,y), temos

a—f—fv +g'y) =2"~1
) = (3.132)
9(y ):—y+01

Substituindo g(y) na equacao final de (BZ31), teremos f(x,y) = 2%y —y + c1, ou seja,

como f(z,y) = ¢, a equagdo geral é ¢y, = 2%y — ¥y, com ¢y = —cy.
Exemplo 3.25.

Resolva
cos (7 + y)dz + (3y* + 2y + cos (v +y))dy = 0 (3.133)

Solugéo: Neste caso, tomamos M (x,y) = cos (z + y)dz e N(x,y) = (3y*+2y-+cos (z + y))

e fazemos a derivacao para verificar se trata-se de uma Equacao Diferencial Exata:

oM ON
n =—sen(z+y) e F sen(z + y). (3.134)
Portanto é uma Equacao Diferencial Exata, ja que
oM  ON

Sendo 9 M (z,y), fazemos a integracao de ambos os lados com respeito a =, obtendo
x

flz,y) = /cos (x4 y)dx

(3.136)
f(z,y) = sen(z +y) + g(y).
Sendo g—g = N(z,y), temos
8f = cos (z +y) +4'(y)
9'(y) = N(z,y) — cos (z +y) (3.137)
d(y) = 3y* + 2y + cos (z + ) — cos (z + y)
9'(y) = 3y + 2y.

Integrando ambos os lados com respeito a y, obtemos

/ J(y) = / (3y° + 2y)dy (3138)
9y) =y>+y* +c

Substituindo g(y) na equagdo final de (BI38), teremos f(z,y) = sen(z +y) + y°> +
y? + c1, ou seja, como f(x,y) = ¢, a equacio geral é co = sen(z +y) + y> + y?, com

Cy = —(Cq.
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Sabemos que nem todas as Equacoes Diferenciais sao exatas, todavia, existe uma
funcao chamada fator de integracdao, que torna um EDO nao exata numa EDO exata.

Vejamos:

Defini¢ao 3.8. Uma funcao pu(z,y) é um fator de integragao para a EDO
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0,

se a equacao
p(,y)M(z,y)dx + p(x,y)N(z,y)dy =0
for uma EDO exata.
Vale ressaltar que, o fator de integracao ¢é eficiente se ele for apenas fungdo de = ou
apenas funcdo de y. Deste modo, nao é tdo simples encontrar um fator de integragao,
todavia, neste trabalho ele sera utilizado para resolver EDO lineares de primeira ordem,

que neste caso, conseguimos encontrar uma férmula que funciona muito bem, devido as

caracteristicas da equacao linear. Veremos isto na préoxima subsecao.

3.3.6 Equacoes Lineares

Na Subsegao B4, definimos em (BT9) a forma geral para uma Equacao Diferencial
Linear de ordem n, onde a linearidade significa que todos os coeficientes sdo fungoes de
x somente e que y e todas as suas derivadas sao elevadas a primeira poténcia. Agora,

quando n = 1, obtemos uma equagao linear de primeira ordem.
Definigao 3.9 (Equacao Linear). Uma Equagao Diferencial da forma

@)%+ afa)y = g(a) (3.139)

¢é chamada de equacgao linear.

Dividindo pelo coeficiente a1(x), obtemos uma forma mais 1til de equagao linear:

Z—i + P(x)y = f(x). (3.140)

Procuramos neste caso, uma solugdo para (BI40), em um intervalo I no qual as fungoes

P(x) e f(z) sdo continuas. A seguir, supomos que (BI20) possui uma solucio.
Fator de integracao
Usando diferenciais, podemos escrever a equagao (BI20) como

dy + [P(x)y — f(x)]dz = 0. (3.141)
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Equagoes linares possuem a agradavel propriedade através da qual podemos sempre en-

contrar uma func¢ao u(x) em que

w(@)dy + p(z)[P(z)y — f(z)lde =0 (3.142)

é uma Equacao Diferencial Exata. Pelo Teorema BZ33, o lado esquerdo da equagao (8142)

¢ uma Equagao Diferencial Exata se

0 0 du

Sole) = o n@ [Py = f@)] on 5= uP() (3.143)

Esta é uma equagao separdavel em que podemos determinar p(x). Temos
d
H_p (x)dz

i
(3.144)
mmzfpmm,

assim
p(z) = e @1 (3.145)

A funcio p(x) definida em (BI23) é um fator integrante para equagio linear. Per-
ceba que nao precisamos usar uma constante de integragdo em (8124), pois (BI22) nao
se altera se a multiplicarmos por uma constante. Ainda pu(x) # 0 para todo z em I, e é
continua e diferenciavel.

Observe que a equagao (BI247) é ainda uma Equacao Diferencial Exata, mesmo quando

f(z) = 0. Neste caso, f(x) ndo desempenha papel algum na determinagao de p(z), pois
observamos em (BI43) que agy,u(x) f(z) = 0. Logo ambas,
el P(x)d“dy + efp(x)dx[P(x) — f(x)]dx e efP(x)dmdy +el P(m)de(x)ydx, (3.146)
sao diferenciais exatas. Agora escrevemos (B142) na forma
e/ P@dz gy o ol P@d2 p(yyydy = of P@ £(1)dy; (3.147)
e verificamos que podemos escrevé-la como:
d[e] P@dzy] — o P@3dz g0y dy. (3.148)
Integrando a tltima equagao com respeito a y, temos:

efP(x)d:cy _ /efP(x)dxf(x)dx +c¢ ou y= e—fP(:r:)dx / GIP(I)dIf(SE)dCE + Ce—fP(:c)dx'
(3.149)
Em outras palavras, se (B40) tiver solucao, ela devera ser da forma (BZI29). Reciproca-

mente, podemos ver que (BTI49) constitui uma familia a um pardmetro de solugoes para

Equagao (B120).
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Resumo do Método

Resolvendo uma equacao linear de primeira ordem

(i) Para resolver uma equagao linear de primeira ordem, primeiro coloque-a na forma

(BT20);

(ii) Indentifique P(x) e encontre o fator de integracao:

ef P(x)dz.

(iii) Multiplique a equagao obtida em (i) pelo fator de integragao:

eP(z)dz% + P(I)(?P(x)dxy _ ef P(x)dzf(x)
i

(iv) O lado esquerdo da equacao em (iii) é a derivada do produto do fator de integracao

e a variavel dependente y, isto é,

d x)ax x)ax
- [efm )d y} — of P@dz ).

(v) Integre ambos os lados da equagdo encontrada em (iv).

Vamos aplicar os passos do método dado para resolver o exemplo seguinte:
Exemplo 3.26.

Integre para achar a solucao geral de

-+

dy |y
de =

=3cos(2z), x> 0. (3.150)

1
Solugao: Neste caso, temos P(x) = — e f(z) = 3cos (2x). Logo, o fator de integragao
x
sera:
p(z) = el w% = enlel = 4. (3.151)

Entao vamos multiplicar todos os termos da Equacao (BI50) por z:

zy + 22 = 32 cos (2x)
T

(3.152)
zy' +y = 3x cos (2z).
Fazendo y
%(xy) =zy +v, (3.153)
Temos que
/C%(xy)dx = /3:17 cos (2x)dx
xy =3 / x cos (2z)dx
(3.154)

3 3
Ty =5 sen(2z) + 7 608 (2z) +c

3 3
v=3 sen(2z) + 1 08 (2x) + g
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3 3
Portanto, a solugdo geral é y = 3 sen(2z) + 1, 508 (2x) + <
T T

Solugao Geral

Suponha novamente que as fungoes P(z) e f(x) sdo continuas em um intervalo comum
I e x¢ ¢ um ponto desse intervalo. Entao segue-se do Teorema BZ32 que existe uma tnica

solucao para o problema de valor inicial

Y s Py = 1), yleo) = o (3.155)

Porém, vimos antes que (BI40) possui uma familia de solucoes e que toda solugao para
a equagao no intervalo I tem a forma (BI29). Logo, obter a solugao para (BI53) é uma
questao de encontrar um valor apropriado para ¢ em (B49), isto ¢, a solu¢ao é unica
quando sujeita a uma condicao inicial. Por outro lado, estamos certos em chamar (B129)

de solugao geral da Equacao Diferencial Linear de primeira ordem.
Exemplo 3.27.
Resolva o problema de valor inicial
vy + 2y = 42®, para y(1)=2. (3.156)

Para determinar P(z) e f(x) corretamente, precisamos primeiro colocar a equagao (B158)

na forma padrao, dividindo todos os termos por x.
, 2
y + —y =4x. (3.157)
x

2
Desse modo, P(z) = — e f(x) = 4x. Para resolver a equagao (8I54), primeiro calculamos
x

o fator integrante:
p(z) = 2l et = 42, (3.158)

Multiplicando z? por todos os termos da equacao, temos

2
22y + 2* Sy = 423
x

(3.159)
2y + 2xy = 4a.
Fazendo J
%(1’2@/) = 2%y + 2y, (3.160)
obtemos
d
/ d—(;vQy) = /4x3d:v
x
2y =2t +¢ (3.161)

c
— 42 L
y=ux +x2.
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c
Portanto, a solucao geral para Equacao Diferencial é y = 22 + —12
x

Vamos encontrar a solugdo para o problema de valor inicial com a condigao y(1) = 2.
2-124 4

12 (3.162)

C1 = 1.

1
Logo, a solucao para o PVI no intervalo, é y = 22 + pox

3.3.7 Método Numeérico

Nesta subsecao sobre métodos numeéricos relativos as Equacoes Diferenciais, sao des-
critos defini¢cbes e conceitos apresentados por meio da literatura encontrada em [Zill"€
Cullen (2011) e Azevedd (2021). Uma abordagem objetiva, buscando descrever de forma
clara e concisa alguns fundamentos e procedimentos utilizados para resolver Equagoes
Diferenciais através do método numérico de Runge-Kutta.

Nas Equacoes Diferenciais, existem algumas resolugoes de modelos matematicos apli-
cados que exigem calculos de maior complexidade, ou seja, nem todas as Equagoes Dife-
renciais podem ser resolvidas analiticamente, o que por sua vez, pode se obter resultados
através de uma aproximacao da solucao real. Nesse sentido, os métodos numéricos surgem
como uma ferramenta para a resolucao desses modelos, quando comparados aos métodos
analiticos. Deste modo, estes métodos acabam reduzindo algumas limitagoes que sao

postas nas técnicas de resolu¢oes analiticas.

Métodos de Diferencas-Finitas

O uso do método de diferencgas finitas tem origem na resolu¢ao numérica das Equagoes
Diferenciais. A técnica tem como fundamento a discretizacdo, processo que divide algo
continuo em partes menores, ou seja, dividir em pequenas partes a regiao onde estd
procurando a solugao. Ao representar o intervalo continuo como uma expressao algébrica,
teremos a solu¢ao numeérica pelo método de diferengas finitas, antes de tudo, discretizando
a regiao onde procura-se um resultado, e por conseguinte substituir as derivadas presentes
na Equacao Diferencial pelas aproximagoes alcangadas.

Assumindo que y(z) tém derivadas até a ordem n + 1, entdo a fungdo pode ser escrita

CcOomao:
2 hn hn+1

yle+h) = y(@) + hy'(2) + 579" (2) + -+ 5y (2) + !y"“(f)- (3.163)

(n+1)
Sendo h o espacamento entre os pontos discretos do dominio considerado. Se n = 1 na
equagao (BIG3), tem-se a formula avangada da aproximagao em diferengas finitas, com
erro de ordem dois, logo a aproximacao de primeira ordem é dada por:

oy L yl@+h) —y(z)
y'(v) ~ Y :

(3.164)
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Tomando n = 2, para +h, temos que:
h2
Yo+ ) = y(a) + by () + 79" (2), (3.165)

h2
oo — ) = () b/ () + (@) (3.166)
Fazendo a diferenca entre (BI63) e (BI6A8), obtém-se a férmula centrada para aproximagao

em diferencas finitas:

y(@+h) —y(z—h)
2h '

As férmulas fornecem uma aproximacio para a derivada na qual o erro ¢ da ordem h2,

Y (x) ~ (3.167)

assim a aproximagao é de segunda ordem.

Método de Runge-Kutta

O Método Runge-Kutta é um método de obter solucoes aproximadas de Equacgoes
Diferenciais, podendo ser aplicado a diferentes ordens. Este método é capaz de alcangar a
exatiddo de uma abordagem por Série de Taylor sem exigir calculos de derivadas parciais

de ordem superior. Ha muitas variagoes, mas todas podem ser postas na forma geral

Yit1 = Ui + ¢h, (3.168)

onde ¢ é chamada funcao incremento, a qual pode ser interpretada como representativa

da inclinagdo em um intervalo. A fungao incremento pode ser escrita na forma geral
¢ = a1k1 —+ CL2]€2 + ...+ ankn, (3169)

onde os a’s sdo contantes e os k’s sao

ki = f(@i,y:)
ke = f(zi + arh, yi + Biikih)
ks = f(z; + ash,yi + Parkih + Baokah) (3.170)

kn = f(xz + Oén—lha Yi + Bn—l,lklh + ﬂn—l,2k2hf + e+ ﬂn—l,n—lkn—lh)-

Onde os a’s e (8’s sao constantes. Observe que os k’s sao relagoes de recorréncia, isto €,
k1 aparece na equagao para ko, € assim por diante.

Considerando um processo de segunda ordem, temos a seguinte versao
Yiv1 = Yi + ((11]{?1 + a2k2)h7 (3171)

em que

k= f(xzv%)

(3.172)
ke = f(x; + arh,y; + Buikih).
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Os valores para ay, az, a; e (11 sao calculados igualando a equacao (BZILZT) a expansao de
Taylor até os termos de 2° grau. Dessa forma, trés equagoes podem ser reduzidas para

calcular as quatro constantes desconhecidas. Essa equagoes sao:

ar+ay =1
1
aglp = 5 (3173)
1
a2511 = 5

Como sao trés equacoes com quatro incognitas, essas equacoes sao ditas indeterminadas.
Assim, devemos escolher um valor para uma das incégnitas para determinar as outras
trés. Entao, se definirmos um valor para as, podemos resolver simultaneamente as outras

duas, da forma:
ap = 1-— a9
1 (3.174)
1 = = —_—
1= Pu %,
Como existem infinitos valores possiveis para escolha de as, existe também um infinito
nimero de métodos de Runge-Kutta de segunda ordem.

A Férmula de Runge-Kutta de Quarta Ordem

O método de Runge-Kutta de quarta ordem consiste em determinar constantes

apropriadas tais que a formula como
Ynt1 = Yn + aky + bko + cks + dky4 (3.175)

Concorde com um desenvolvimento de Taylor até hy, isto é, até o quinto termo. Tal como
em (BTI72), os k; sao multiplos constantes de f(z,y) calculados em pontos selecionados.
A deducao efetiva do método é, no minimo, trabalhosa; por isso, limitamo-nos a enunciar

os resultados:

1
Yn+1 = Yn + —(kfl + 2]{?2 + 2]{73 + k4>

6
k1= hf<xna yn)
1 1
ko =hf (xn + §h7yn + Ekl) (3.176)

2 2
k4 = hf(*rn + hayn + k3>

1 1
kg = hf <$n -+ —hayn + —k'2>

Note que em (BI78), ko depende de ky, k3 depende de ky e assim por diante. Também,
ko e k3 envolvem aproximacoes do coeficiente angular do ponto médio do intervalo entre

Tp € Tni1 = T, + h. Enquanto outras formulas de quarta ordem sao facilmente obtidas,



3.3. EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM 58

o algoritmo resumido é tdo amplamente utilizado e reconhecido como uma valiosa fer-
ramenta computacional que muitas vezes é referido como o método de Runge-Kutta de
quarta ordem ou o classico método de Runge-Kutta.

Através do método de Runge-Kutta, é possivel simular e analisar sistemas comple-
x0s. Desse modo, pode-se equilibrar a precisao desejada com a eficiéncia computacional,
tornando o método flexivel e adaptavel as necessidades especificas de cada problema. O
método quando aplicado na utilizagdo de resolucao das Equagoes Diferenciais que nao
possuem solugoes analiticas, permite avancos significativos na compreensao e modelagem
de fendmenos complexos. Sua aplicagdo ¢ extremamente relevante em pesquisas cienti-
ficas, na otimizacao de modelos matematicos e suas aplicagoes e no aprimoramento de
processos em diversas areas.

As Equacoes Diferenciais ordinarias de primeira ordem sao utilizadas com frequén-
cia para modelar o comportamento de algum sistema ou fendmeno, seja nas ciéncias de
modo geral, nas Engenharias, Economia e até mesmo na Psicologia. A descri¢do se inicia
identificando as variaveis que sao responsaveis por mudancas do sistema e um conjunto
de hipdteses que seja razoavel sobre o sistema. Neste trabalho, as EDO serao utilizadas
para descrever os modelos epidemiologicos utilizados para obtencao de dados dos estudos

da Covid-19. Veremos isso mais detalhadamente no proximo capitulo.



Capitulo 4

Modelagem Matematica e a Pandemia
da COVID-19

4.1 Modelagem Matematica e as Equacoes

Diferenciais

O Calculo Diferencial e Integral ¢ uma ferramenta mateméatica que desempenha um
papel fundamental na modelagem de fendmenos do mundo real. Ele é amplamente utili-
zado para traduzir e interpretar esses fenéomenos, com o auxilio da Matematica. Através
do Calculo, é possivel formular modelos matematicos que capturam a esséncia dos fenéme-
nos estudados, permitindo uma compreensao mais profunda e uma representacao precisa
dos mesmos. Esse processo de utilizar o Calculo para formular modelos matematicos é
conhecido como Modelagem Matematica e é utilizado em uma ampla gama de aplicagoes
em diversas dreas do conhecimento (BASSANEZI, 20T5H).

Em Bassanezi (2015a), a modelagem é o processo de criacdo de modelos em que estao
definidas as estratégias de agdo do individuo sobre a realidade, alinhadas com interpre-
tagdo e subjetividade do seu modelador. Deste modo, a modelagem matematica passa
a ser uma estratégia utilizada para obter explicacdo ou entendimento de determinadas
situagoes reais. Para ele, um modelo matematico é um processo dinamico que se adequa
e nunca encerra uma verdade definitiva, pois é sempre uma aproximacao da realidade
analisada e, portanto esta sempre sujeita a mudancas.

De acordo com Basso ef all (1999), um modelo mateméatico de uma situagado pro-
blematica real ¢ uma representacdo matematica de uma porgdo da realidade, como a
determinacao da superficie corporal de uma pessoa ou a previsao do tempo. Essa repre-
sentacao ¢ construida utilizando objetos, relagoes e estruturas matematicas, como tabelas,
graficos, relagoes funcionais e figuras geométricas.

Um modelo matematico busca descrever elementos essenciais em uma situacao, e de

forma premeditada deixa de lado os elementos secundarios. No entanto, como um modelo
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matematico é uma simplificacao util do que se pretende descrever, ele simplifica certos
aspectos da realidade para destacar e tornar mais visiveis aspectos mais relevantes. Para
ele, bons modelos geralmente evitam excessivas simplifica¢oes, priorizando a evidéncia

dos aspectos fundamentais da situacao (BASSO ef all, 1999).

4.2 Modelos Matematicos Epidemiolégicos

Para [miZ (2007), houve um periodo em que, uma das principais preocupagoes da so-
ciedade era a propagacao de doencas infecciosas, que resultavam em um elevado niimero
de mortes. Quando essas enfermidades se disseminam rapidamente em um curto intervalo
de tempo, temos uma epidemia. Diante desse cenario, pesquisas foram iniciadas com o
intuito de compreender cada tipo de epidemia, identificar suas causas e buscar formas
de combate e controle efetivo. A modelagem Matematica se apresenta como uma vali-
osa ferramenta nesse estudo, permitindo a transformacao de situacoes reais em modelos
matematicos que, apés analise, fornecem resultados interpretaveis e aplicaveis a realidade.

A Modelagem Matemética em Epidemiologia é feita através do estudo de equagoes que
descrevem a interagao entre a populacao e o ambiente, permitindo uma analise minuciosa
da doenga em questao. Compreender a doenca e sua propagacao de maneira mais profunda
é crucial, pois isso leva a métodos mais eficazes para evitar sua transmissao, incluindo
a implementacao de medidas preventivas, como campanhas de vacinagao. Deste modo,
os modelos matematicos epidemiologicos sao fundamentais para fortalecer o controle e
combate as doengas ([LUITZ, 2OT2).

Estes modelos e simulagbes numéricas se transformam em conjecturas e teorias de
avaliagOes quantitativas, enquanto ferramentas titeis para realizar projecoes da propagacao
de doencas infecciosas. Através deles sao possiveis determinar parametros e projetar, por
exemplo, evolugoes de epidemias como a COVID-19, através do conhecimento e estudo
da prépria epidemia ou conhecimento acumulado de diferentes épocas, ou locais e até
mesmo de outras doencgas. Os modelos do tipo SIS, SIR e SEIHR foram desenvolvidos por
Kermack e McKendrick, em 1927 e 1933, para descrever infecgoes endémicas (FRANCO;
DUTRA, P020).

Esses modelos sao identificados como um arranjo de divisdes, composto principalmente
por um conjunto limitado, que segundo Bassanezi e Jr] (T98R), consiste essencialmente em
um nimero finito de subsistemas uniformes interconectados, chamados compartimentos,
que trocam entre si e com o meio ambiente, quantidades ou concentracao de materiais.
Esta troca efetuada em cada compartimento é descrita por uma equacao diferencial de
primeira ordem.

A seguir, durante a explanagao dos Modelos Matematicos Epidemiologicos SIS e SIR,
vamos conceituar as notagoes e consideragoes utilizadas por Flores“ef"all (20ZT). As-

sim sendo, quando necessario poderemos utilizar citacao de demais autores, sendo entao
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mencionado quando houver conveniéncia.

4.2.1 Modelo SIS

O modelo compartimental SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel), possui uma dindmica
na qual a populacao é dividida em dois compartimentos, um com individuos suscetiveis e
outro com individuos infectados. Na classe dos suscetiveis, estao todos que podem contrair
a infeccao. Quando os suscetiveis sao contaminados, entram na classe dos infectados, e
tornam-se capazes de transmitir a doenca para outros individuos. Neste caso, como estes
sujeitos nao adquirem imunidade, retornam a classe suscetivel, ou seja, uma vez curado,

o infectado volta a ser suscetivel.

Figura 4.1: Diagrama geral de transferéncia para o modelo SIS padrao.

BSI

)

-

Fonte: Autoria prépria

A Figura B0 representa o mecanismo central da dindmica do modelo SIS. Individuos
suscetiveis em S, ao serem contaminados sao considerados Infectados em 1. Tais individuos
podem entdo se recuperar e regressar a S novamente, estando mais uma vez suscetiveis a
doenca. Geralmente este modelo compartimental é utilizado para doencas como gripes e

resfriados, tornando um modelo dindmico de apenas dois compartimentos.

Variaveis e Constantes

[saac Newton introduziu na ciéncia ocidental no século XVII que o mundo funciona
usualmente pelo entendimento acerca de constantes, levando em conta que algumas destas
concepcoes podem ser expressas como um sistema de equagoes diferenciais, onde a solucao
deste sistema pode mostrar o que acontece em cada situacao. Logo a, seguir mostramos
na Tabela em BT as varidveis que iremos utilizar nos modelos compartimentais SIS e SIR,

seguido do significado das constantes que serao utilizadas, na Tabela BZ2.
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Tabela 4.1: Variaveis utilizadas nos Modelos SIS e SIR

S Numeros de individuos suscetiveis
i Numeros de individuos infectados
n=s+1 Numero total de individuos da populagao
S = % Fracao da populacao suscetivel
I = % Fragao da populacao infectada
Ry Numero médio de individuos infectados por cada individuo infectado

Tabela 4.2: Taxas utilizadas nos Modelos SIS e SIR

S(t) | Fracdo da populagio suscetivel no instante ¢

I(t) | Fragao da populagao infectada no instante ¢

R(t) | Fragao da populagao recuperada no instante ¢
I5; Taxa de infecgao

Y

Taxa de recuperacao

Suponha que a populagao tenha um tamanho constante, isto ¢, nao estamos consi-
derando nascimentos nem mortes. Seja S(t) a fragdo da populacdo que é suscetivel no
instante ¢ e seja I(t) a fragdo da populagdo que estd infectada no instante . Temos que
S(t) >0, I(t)>0eS(t)+ I(t) =1, em que 1 é considerado como o total da populacao.
Pode ser razodvel supor que se multiplicarmos /(t) por um nimero k, entdo multiplicare-
mos a taxa com que um individuo em contato com outro resulte na transmissao da doenca
e multiplicando S(¢) por um numero k, entao estamos multiplicando a taxa com que tais
contatos ocorrem. Logo, a taxa de transmissao da doenca no instante ¢ é proporcional ao
produto S(t)I(t). Deste modo, é natural supor que a taxa que os infectados se recuperam
e voltam a ser suscetiveis, no tempo ¢, é proporcional a I(t). Estas suposi¢oes levam ao

seguinte par de equagoes para as constantes de proporcionalidades encontradas:

as

— = —BSOIM) +1(1), (4.1)
% = BSOI(t) —vI(), (42)

A fim de tornar a notacao mais leve, quando nao houver confusao, usaremos a seguinte
notacao para as equagoes B e B=2:
S = —pBSI+~I, (4.3)
I = BSI—~I, (4.4)
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As equagoes B3 e B2 que constituem o modelo SIS, quando somadas, obtém-se S+ 1 = 0,
assim se inicialmente temos S + I = 1, entao S + I permanece igual a 1 sempre. Isso faz
sentido, uma vez que S e I sdo tratados como fragoes da populacao.

Para os autores, as equagdes B3 e B4 mostram que, se soubermos os valores S e
I no instante t, entdo saberemos as taxas de variagdo S e I no mesmo instante. Tais
formulas descrevem em termos matematicos a forma como ocorre a transmissao da doenca.
Entretanto, eles dizem que as equacoes nao sao capazes de dizer o que pode ocorrer ao
longo do tempo. Nem como a doenca pode se comportar continuamente no sentindo
de espalhar ou tender para um valor intermediario ficando presente na populacao para
sempre.

Antes de avangarmos para apresentacao da linha de fase do modelo SIS, vamos mostrar

alguns fatos fundamentais sobre Equagoes Diferenciais.

Teorema 4.2.4. Seja U um conjunto aberto em R™, f : U — R™ uma fung¢do continua-

mente diferenciavel em xo € U. Entdo:

(1) O problema de valor inicial

dx
i f(z), z(to) = o (4.5)
tem solucao unica.

(2) Se x(t) permanece num conjunto fechado e compacto (fechado e limitado) de U
quando t aumenta (respectivamente diminui), entao x estd definido paraty <t < oo

( respectivamente, —oo < t < tg).

O conjunto U é chamado de espago de fase (Dominio de f).
Um ponto zq, tal que d_x = 0, é um equilibrio da equagao diferencial d_x = f(x), logo,
Y Y
Corolario 4.2.4.1. Se xy € um equilibrio de d_x = f(z), entdo a tunica solug¢ao para o

Y
PVI € x(t) = x, para todo, —oo < t < o0.

Corolario 4.2.4.2. Seja x(t) uma solugao de d_x = f(x). Suponhamos que, no instante
to, z(to) ndo é um equilibrio, ou seja, f(x(ty)) # 0. Entdo x(t) nao é um equilibrio para
todos os valores de t, ou seja, f(x(t)) # 0 para todos os valores de t.

Linha de fases para o sistema SIS

Dado o sistema de equagoes diferenciais referente ao modelo SIS:

S =—BSI+~I
I =p3SI—~I,
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como S(t) + I(t) = 1, para qualquer tempo ¢, ndo necessitamos das duas equages do
sistema B8, dado que se calcularmos I(t), conseguimos encontrar S(t), quando S(t) =

1 —1(t). Logo usando a equagao B3, apds substituir S = 1 — I, temos

= B(1=I)I =~I = (8—)I—BI (4.7)
Assim,
(B—=I—BI*=0
I(8—~—BI) =0
Logo, =0 o0u B—~v—081=0
BI =8~ (4.8)
B—~
=27
g
g
I=1--—.
B
Encontrando a solucao geral, temos
ar . a2
= (B =) - BI
d — dl
(8 =1 —pI? (4.9)
dl

EEE)

Utilizando a técnica de fra¢oes parciais,

1 A
==+

B

gl I J_

(-(-3)) 1 s
:1:A(L+%—Q+BI

1:(A+B)I+%—A.

0 —A+B=B———b_

D 7—51 4
:A(l_) Aot B
1 3 1) = %_1 po—
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Portanto,

:%{hﬂﬂ—ln ]—(1—%)”-1—0
5} I
= 1 +
R I
B
I v=B
=In +c.

Desse modo,

-

=8
et —_ ! . e
(I -(1-3)
B
I =B
ke! = (—
I— (1 _ %>
w5 (;
I— (1 . %)
Com isso,
B - 7)} 128
I—|— ||k 1
(5
Ike' B (%) ke’ 5 1
Tk 5 — T = (—6 5 1) ket 5
I(t) (ket e 1) - (%) ket 7
i (ﬁ g Y ket%
I(t) = 5
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Portanto, a solucao geral da equacao encontrada é

I(t) = (%) k@“;ﬁ' (4.10)

l{:et'% —1

Desenhando a linha de fase através de um grafico de I em funcao de I, é possivel perceber
0 que acontece no eixo I, através de pontos e setas que demonstram o equilibrio e onde
as solucdes crescem e decrescem. Quando I > 0,1(t) é crescente; e quando I < 0,1(t) é
decrescente; e onde I = 0, existe um equilibrio. Ainda no grafico é possivel verificar onde
I ¢ positivo, negativo ou igual a zero. Por exemplo, existem dois equilibrios, em [ = 0 e

I=1-721

p

Figura 4.2: Retrato Linha de Fase SIS

Fonte: Autoria prépria

Dado que I é uma fragdo da populagao, utilizamos apenas o intervalo I = {I : 0 <
I < 1}, ou seja, este intervalo é o espago de fase. Quando restringido, se obtém o que é
denominado retrato de fase. Neste intervalo, os valores para os quais e 7y sao tomados

sao sempre valores positivos, e durante a fase podemos observar trés diferentes casos:

(i) Se % > 1, o equilibrio ndo nulo nao esta em I.
(ii) Se % < 1, o equilibrio nao nulo esta em I.

O terceiro caso, em que — = 1 é omitido por se tratar de improvaveis casos interme-

diarios, ja que segundo o Corolario 22272, as solugoes que comecam fora de equilibrio

nao podem passar por equilibrios.
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A parédbola (B21) foi utilizada para tracar o grafico da Figura B2, com isso, desenhar a
linha de fase: setas para esquerda quando I < 0 e setas para direita quando I > 0; entdo

nos restringimos ao intervalo I para obter o retrato de fase.

(i) Se LS 1, todas as solucoes em I tendem a 0 quando t — oo.

B

(ii) Se % < 1, todas a solugoes em I com I(0) > 0 tendem a 1 — % quando ¢t — oco. Por

outro lado, quando ¢ — —o0, as solugdes com 0 < I(0) < 1 — 7 tendem a 0.

B

Temos as seguintes interpretagoes dos retratos de fase:

(a) Para 7 > 1, se a doenca entra na populagao ela desaparece.

B

(b) Se 1 < 1, se a doenca entra na populacao, a fracdo da populacdo com a doenca

B

tende para o numero positivo [ =1 — % e, por fim, prevalece na populacao.

Em (b) a doenga é dita endémica, e o equilibrio I = 1 — T & chamado de equilibrio
endémico. Admitimos sempre v > 0, j4 que, quando v = 0, faria referéncia a uma doenca

ha qual nao ha forma de recuperar.

Numero de reproducao basico Ry

O nimero bésico de reproducao Ry é o valor mais importante calculado em modelos
epidemiologicos, tendo sua relevancia durante a pandemia da Covid-19. Ry se trata
do ntimero médio de individuos contaminados por cada individuo infectado quando uma
doenca se introduz numa populacao, na perspectiva de que, em particular, toda populacao
esta suscetivel a doenca. No modelo SIS, Ry é o produto da taxa de contatos adequados

e o nimero médio de dias em que o individuo permanece infectado. Simbolicamente,

Ry=p3 (%) = g (4.11)

Apoés a infecgao introduzida na populagdo por um individuo, ao final do tempo médio
de recuperagao, este individuo serd substituido por outros Ry individuos infectados. Sendo
assim, se Ry > 1, o nimero de infectados cresce e a infec¢ao propaga-se; se Ry < 1, o
numero de infectados decresce e a infeccao extingue-se. Na Figura B2, considerando a
solucdo I(t) que inicia perto de I = 0, tem-se que poucas pessoas estao infectadas e quase

toda populagao esta suscetivel. Logo:

(i) Se % > 1, entao Ry = p < 1. Podemos ver que I(t) diminui para 0.
Y
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(ii) Se % < 1, entao Ry = p > 1. Podemos ver que I(t) comega préximo de 0 e cresce
Y

para um valor de equilibrio positivo

[=1—2=1-—. (4.12)

4.2.2 Modelo SIR

Considerando uma doenca infecciosa e que garante a imunidade permanente as pes-
soas que a contraem, pode-se modelar tal doenca dividindo a populacao em trés compar-
timentos: suscetiveis (S), infectados (I) e recuperados (R). Como no modelo SIS, onde
consideramos a populagdo com tamanho constante,satisfazem S(t), I(t) e R(t), as fragoes
da populagdo em cada compartimento, no tempo ¢, com S(t) > 0, I(t) > 0, e R(t) > 0
e S(t)+ I(t) + R(t) = 1, e considerando a lei da acdo de massas, o sistema de equagoes

diferenciais abaixo, constitui modelo SIR:

S = —BSI, (4.13)
I = BSI—~lI, (4.14)
R = Al (4.15)

Assim, obtemos o seguinte sistema de equacao SIR:

(dS

— = —BSI
dt /3 ?
dI
= BSI—1l, (4.16)
dR
— =l

(at

Podemos observar que este modelo é semelhante ao modelo SIS, as constantes 8 > 0 e
v > 0 também tém o mesmo significado que tinham no modelo SIS. A diferenca que se
estabelece em relagao ao modelo SIS, é que neste caso, o individuo infectado se recupera
e nao retorna mais ao compartimento suscetivel, por desenvolver imunidade a doenca;
em vez disso, ele se move para o compartimento dos recuperados, ficando imune a do-
enga, nao podendo mais contrai-la. Os compartimentos relacionados ao modelo SIR estao

representados na Figura B=3 abaixo:
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Figura 4.3: Diagrama geral de transferéncia para o modelo SIR padrao.

Fonte: Autoria prépria

A Figura representa o mecanismo central da dindmica do modelo SIR. Individuos
suscetiveis em S, ao serem contaminados sao considerados infectados em I. Tais individuos
podem entao transmitir para outros individuos em S, migrando em seguida para R,
tornando-se recuperados e imunes a doenca. Estes individuos por estarem imunes ou
mortos, tornam R o compartimento final, sem possibilidades de serem movidos para
outros estados.

Este modelo pode ser utilizado quando uma fracao da populagdo nao é suscetivel a
doenga por uma razao genética, comportamental, imunologica, etc. Logo essa parcela
da populagao deve ser inserida no compartimento dos recuperados (R) desde o inicio.
Quando a doenga promove fatalidades, como no caso da Covid-19, estas também devem
ser inclusas no compartimento (R), renomeando para compartimentos dos removidos.

No modelo SIR, a constante 8 > 0 tem o mesmo significado do modelo SIS, no entanto,
a constante y agora representa a taxa de recuperagao ou morte dos infectados. O niimero
de reproducao basico no modelo SIS é dado por (EI), para o modelo SIR, Ry tem a
mesma constante.

Ao verificar que S+ 1 + R =0 e que S+ I + R = 1, podemos, neste caso, reduzir as
trés equagoes BI3-ATH a uma unica equagao depois de calcularmos S(t) e I(t), usando

R(t) =1— S(t) — I(¢).

Orbitas e retrato de fase para o sistema SIR

Uma orbita de uma Equacao Diferencial é a curva no espago de fase que é tragada
por uma solugdo. Notemos que o sistema SIR, uma vez que as duas primeiras equagoes
em (A1), s6 dependem de S e I, é possivel reduzi-lo a uma tnica equagao. Deste modo,

dividindo a segunda equacao (B14) pela primeira (B-13), obtemos uma equagao diferencial
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das 6rbitas no espaco ST que sao tracadas por solucoes. Teremos,

I dI

§ ds

dl  BSI —~I

dS ~  —BSI
_1(BS —)

—B51 (4.17)

_ BS—vy
-
_BS
- 35" 35
_ 14
=1+ 55

Integrando (B11), obtemos a familia de curvas

dl 0
R
ds * 33

/ﬁkzi/MS+%/%%i (4.18)

I:—S+%m5+a

Figura 4.4: Uma 6rbita do modelo SIR

I

S Y
7

Fonte: Autoria prépria

e , . ¥
Todas as curvas desta familia atingem seu valor maximo quando S = =, como mostra a

Figura B3. Através desta figura podemos observar que a curva apresentada faz referéncia
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a Rg > 1.Consiremos uma solucao (s(t), I(t)) que comega em um ponto desta curva que
esta em T,, que seria a area positiva do grafico. Sendo que a curva tracada por B-IR,
nao pode ser toda a solucao, ja que, pelo corolario B-2472, as solu¢des nao podem passar
através dos equilibrios do eixo S. Logo, a curva tracada pela solucao é apenas a parte
com I > 0 da curva BIX, ou seja, a curva que estard em 7T,. A interseccdo desta curva

serda em dois pontos no eixo S, (S_,0) e (S4,0), com S, < % <S_e

lim (S(t), 1()) = (S-,0) e lim (S(t), (£)) = (S4,0)

t——o0 —00

O retrato de fase fl_; = f(z) é o esbogo que mostra todas as 6rbitas ivulgares, ou seja,
trajetorias incomuns ou atipicas, e exemplos de érbitas tipicas, com setas que indicam
a direcao dindmica do movimento da funcao. No sistema SIR, os equilibrios no eixo
S e a 6rbita vertical ao longo do eixo I qualificam-se como Invulgares; as curvas B3,
qualificam-se como érbitas tipicas, mostrando que o retrato de fase do sistema depende
apenas da razao 7 oude Ry = —.

A Figura B3 mostra o retrato de fase do sistema SIR em dois casos: Ry < 1e Ry > 1.
A figura da direita, correspondente a Ry = 3 , utiliza v = 0.1, valor razoavel para Covid-
19, e f = 0.3 que é um valor aceitavel para a Covid-19 em uma regiao urbana no inicio

da pandemia.

Figura 4.5: Retrato Linha de Fase SIR.

¥
p
(a)Ry = =, 8=0.1,7 = 0.3. (b)Ry = 3,8 = 0.9, = 0.3.

Fonte: Flores ef all (2021)
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Interpretacio das Orbitas

Quando Ry > 1, a maioria das oérbitas de EIR do sistema SIR sdao semelhantes a

apresentada na Figura B4, tendo o equilibrio (S, 1) = (S_,0), com % < S_<1,eum
equilibrio (S,I) = (S4,0), com 0 < S, < % Uma epidemia comeca em um estado

populacional préximo de (S, I) = (S_,0) com T o5 < 1, ou seja, a fracao populacional
S_ é suscetivel e ninguém esta ainda infectado. A fragao populacional restante R_ =
1 — S_ nao é suscetivel a doenga por estarem imunes ou mortos. Quando a doenca
¢ introduzida, de modo que I se torne ligeiramente positivo, o nimero de infectados
aumenta, e o nimero de suscetiveis diminui. Passado tempo, o ntimero de suscetiveis
cai abaixo de % e o nimero de infectados comeca a cair também. A doenca comeca a
extinguir-se.

No final da epidemia, a fracao suscetivel da populagdo é S, com 0 < S, < 7 Dessa
forma, a diferenca entre S_ e S, é a fragao da populagdo que contraiu a doenga durante
a epidemia.

Para compreendermos os valores onde inicialmente a populacao é suscetivel a doenca
é em S, podemos considerar que S_ = 1, deste modo, quando 1 — S, resulta na fracao
da populagao infectada durante a pandemia. Portanto, podemos calcular S, quando o

valor de S_ é dado. Se a curva BIX passa pelo ponto (S_,0), entao

7 v
0=-5_+-=-InS_+c=c=5_—=-InS5_-
B B

Entéao, se a curva passa por (S, 0), temos

Y Y v
0=-5S,4+—-InS, +c=-5,+=InS. +5_ ——=InS5_.
+ 3 + + 3 + 3

Simplificando,

—(Sy—S)+ %(ln5+ —InS_)=0.

Dado S_, podemos encontar S, escrevendo

(S—S.)+ %(ms “InS.)=0.

e resolver em ordem S, usando método numérico.
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Figura 4.6: Orbita SIR

(0.33,0.2676)

L
(0.0672,0) (0.95,0
Fonte: Autoria prépria

Na Figura 8@, temos S_ = 0.95, Sy = 0.0672 e o valor maximo de I é 0.2676. O
valor maximo de I na oOrbita é a fracdo maxima da populagao infectada de uma s6 vez
na epidemia. Este niimero auxilia na identificacao da possibilidade de uma sobrecarga no
sistema hospitalar em um dado momento.

Supondo que Ry=3, que é considerado uma estimativa razoavel para o inicio de uma
pandemia da Covid-19 em regides urbanas, o valor maximo de [ seria cerca de 0.3005. Isto
significa que 30% da populacao poderia ser infectada de uma s6 vez. A populacao no Brasil
tem cerca de 211 milhoes de habitantes e 30% da populacao equivale a aproximadamente,
63 milhoes. Cerca de 3,5% dos pacientes da Covid-19 necessitam de hospitalizagao, logo
cerca de 2,2 milhGes precisariam ser hospitalizados simultaneamente. No entanto, o Brasil
tem cerca de 410 mil camas.

Convém destacar que estes nimeros nao correspondem a uma situagao real, em fungao
das medidas de prevencao e cuidados adotados durante uma epidemia. Diante uma situ-
acao dramatica é comum que a populacio adote medidas preventivas. Com isso, obtemos
reducoes nos valores de 3 e Ry, sugerindo uma moderacao quanto aos valores maximos

de infecgoes.
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4.2.3 Modelo SETHR

Em Malagutti e Eisencraff (2021), o modelo matematico epidémico Suscetivel - Ex-

posto - Infectado - Hospitalizado - Recuperado (SEIHR) é baseado na separagao de cinco
estados compartimentais em que a populacao serd dividida. O primeiro compartimento
S susceptible, indica a populacao saudavel que nao foi infectada pela doenca; E exposed,
indica aqueles que foram infectados e podem transmitir, porém estao assintométicos; I
infected, sdo os individuos sintomaticos; H hospitalized, representam os que estao infecta-
dos, mas nao podem transmitir por estarem hospitalizados; R recovered corresponde aos
individuos que nao estdo mais infectados pela doenca e nem podem mais transmitir por
estarem imunes ou mortos. Diferente dos modelos apresentados anteriormente SIS e SIR,
o modelo compartimental SETHR apresenta mais compartimentos, o que pode possibilitar
uma maior flexibilidade ao estado da populac¢ao, sendo mais eficaz, deste modo, a doencas
infecciosas como a COVID-19.

Figura 4.7: Diagrama geral de transferéncia para o modelo SEIHR padrao

OE
Il
VsE TEI YiH OH

Fonte: Autoria prépria

A Figura B77 representa o mecanismo central da dindmica do modelo SEIHR. Indivi-
duos suscetiveis em S, ao serem infectados sdo considerados inicialmente assintomaticos
em E. Tais individuos podem entao contaminar outros individuos em S, além da possi-
bilidade de evoluirem, de modo, a migrar para o compartimento I infectado sintomético,
ou ainda, para R, tornando-se recuperados e imunes a doenga. Ainda sobre os individuos
do compartimento I, estes podem transmitir a doenca para os individuos em S, além de
poder migrar para o compartimento H de hospitalizados, nao transmitindo mais a doenca
pelo rigor de prevencao e cuidado estabelecido em H e migrando em seguinda para R,
nao contaminando mais os individuos em S por estarem imunes ou mortos, tornando-se
R o compartimento final, sem possibilidades de serem movidos para outros estados.

A evolugao dos estados do modelo compartimental SEIHR é descrita pelo seguinte

conjunto de Equacgoes Diferenciais:
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(dS B E(t) 1(t) .
i —pVspS(t) = | —pe N — pa N S(t);
dFE
v pVseS(t) — (Ter +dg) E(t);
dl
il TerE(t) — (vim + 61) 1(t); (4.19)
dH
T Yl (t) — dg H(1);
dR

Os parametros utilizados sao explicados na tabela B=3

Tabela 4.3: Parametros utilizados no Modelo SETHR

€ Taxa de transmissao de individuos expostos
Q@ Taxa de transmissao de individuos infectados
Yo Taxa de recuperacao de assintomaticos

07 Taxa de recuperacao de sintoméaticos

o Taxa de recuperacao de hospitalizados

Ter | Taxa em que os individuos expostos tornam-se sintomaticos

YiH Taxa de hospitalizacao assintomaticos
P Indice de intervencao
N Populagao Total

O mecanismo de infec¢ao deste modelo, descrito por Ninefall (2020), acontece quando
um individuo suscetivel (S) entra em contato com uma média de individuos por dia. Para
cada contato com um individuo exposto (E) ou infectado (I), a uma probabilidade €
ou «, respectivamente, um individuo suscetivel contraird a doenga movendo-se para o
compartimento exposto (E) (Vsg).

O compartimento exposto (E) é composto por pessoas que nao apresentam sintomas
e permanecerao indetectados até sua propria autorrecuperagao ou morte, entrando assim
no compartimento removido (R) (0g). Estima-se que as propor¢oes recuperadas adqui-
ram imunidade permanente a reinfec¢do. As proporgoes restantes do compartimento (E)
tornam-se sintomaticas apdos um periodo latente, entrando assim no compartimento in-
fectado (I) (7gr).

O compartimento das pessoas infectadas (I) se recuperarao ou morrerao antes de serem
diagnosticadas (d;), enquanto as demais serdo hospitalizadas apés o diagndstico, entrando

assim no compartimento hospitalizado (H) (7). Presume-se que as pessoas no comparti-
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mento (H) nao sao contagiosas devido a medidas rigidas de quarentena. Finalmente, estas
pessoas se recuperarao ou morrerao e, assim, passarao para o compartimento removido
(R) ap6s um periodo de hospitaliza¢ao (g ).

Para Nin_ef all (2021), a movimentacao dos individuos entre os compartimentos pro-
postos, apenas os compartimentos S, E e R permitem que as pessoas de movam livremente
para dentro ou para fora do sistema. As taxas de entrada das pessoas para o compar-
timento R sdao assumidas como iguais, de modo que a populagao do compartimento R
dependa apenas da entrada dos outros quatro compartimentos. A taxa de migracao para
dentro e para fora de cada compartimento é proporcional ao tamanho desse comparti-

mento.

4.3 Pandemia da COVID-19

O Comité Internacional de Taxonomia de Virus (ICTV) adotou sindrome respiratéria
aguda grave 2 (SARS-CoV-2) como nome para o novo virus causador da doenga COVID-
19. Alguns estudos apontam o mercado de frutos-do-mar de Huanan, distrito de Jianghan,
Wuhan, na provincia de Hubei, China, como foco dos primeiros casos. Algumas possibili-
dades apontam para o morcego sendo um reservatorio da SARS-CoV-2, transmitindo em
seguida ao homem. Contudo, nao se descarta a possibilidade de transmissao da doenca
COVID-19 por outros animais selvagens que possam ter sido comercializados no mercado
(DTARTE, 2o20).

Os primeiros casos de infecgao registrados pelo novo coronavirus (SARS-CoV-2), foram
em dezembro de 2019, diagnosticados como uma pneumonia grave, na cidade de Wuhan,
China. Com a rapida propagacao a nivel mundial, a Organizacdo Mundial da Saude
(OMS) declarou em 11 de margo de 2020, a infecio COVID-19 como uma pandemia
mundial. O virus é transmitido por inalagao ou contato direto com goticulas infectadas, o
periodo de incubagao varia entre 1 a 14 dias, os contaminados podem ser assintomaticos
e ainda assim transmitir a doenca (ESTEVAQ, 2020).

Os sintomas mais frequentes sdo febre, tosse, dispneia, mialgias e fadiga. Estima-se
que aproximadamente 80% dos doentes desenvolvam doenca leve, 14% doenca grave e 5%
doenca critica. A mortalidade da doenga é muito mais elevada em doentes em estagio
grave, em pacientes idosos e com comorbilidades, variando a taxa de mortalidade de 2
a 3%. A propagacao da doenca tem um crescimento muito superior a capacidade de
resposta eficaz dos servigos saide. O diagnodstico precoce e isolamento social sao medidas
que podem controlar os niveis de infecgao da doenga (ESTEVAQ!, D020).

No Brasil, o Ministério da Satude confirmou, em fevereiro de 2020, o primeiro caso do
novo coronavirus no estado de Sao Paulo. Tratava-se de homem de 61 anos, com historico
de viagem para [télia, na regiao da Lombardia. Ja a Bahia, o quarto estado mais populoso

do pais, confirmou o primeiro caso da COVID-19, em marco de 2020, na cidade de Feira
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de Santana, o qual foi importado da Italia. 25 dias depois o estado ja contava com 217
casos confirmados, 2 Obitos e 4.279 casos em investigagdo. Até o dia 14 de janeiro de
2021, foram confirmados 523.068 casos e 9.543 ébitos (MACHADO:; BATISTA; SOUZA,
2021).

A regiao Nordeste concentrou no inicio da pandemia 15,3% de casos e esteve entre a
principal carga geral de internacoes nas Unidades de Terapia Intensiva, com mortalidade
hospitalar alta e agravada pelas disparidades regionais do sistema de satude, sendo a
segunda regiao do pais em maior niimero de casos, superada apenas pela regiao Sudeste. A
Bahia possui 417 municipios distribuidos em uma 4rea territorial de 564.760,427 km?. Sua
populagdo estimada é de 14.930.634 pessoas, com densidade demografica de 24,82 hab/km?
e Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) de 0,660, considerado médio. Divide-se em
28 Regides de Saude que se aglutinam em 9 Macrorregioes de Satude, correspondendo ao
espago geografico de 09 Nicleos Regionais de Saiude (ROCHA et all, DUZT).

O Ministério da Satide no Brasil usou mecanismos virtuais para a divulgacao dos
dados da pandemia. Estes dados eram fornecidos pelas Secretarias Estaduais de Satude
e os graficos eram atualizados diariamente com as informgoes acerca dos nimeros de
infectados, obitos, curas e acompanhamentos. O pais desde o inicio ja se encontrava em
fase exponencial de crescimento da doenga. Com isso se tornou o epicentro da pandemia e
o distanciamento social foi uma ferramenta que ajudou a controlar a curva de mortalidade
de pais.(ARAUJO; EICHLERI, P022).

Em 5 de maio de 2023, depois de trés longos anos, com cerca de sete milhoes de mortos
em todo o mundo, a OMS decreta o final do estado de emergéncia em satde publica
de importancia internacional para a pandemia da COVID-19. O anuncio foi feito pelo
presidente da OMS, Tedros Adhanom, que declarou basear-se em recomendacoes do corpo
técnico da entidade, dizendo que era o momento adequando para que os paises fizessem
a transicao do modo de emergéncia para técnicas de controle da COVID-19 juntamente
com outras doengas infecciosas (NOGUEIRA|, P2023). Em 26 de abril de 2023, o Brasil
acumulava 701.494 vitimas da doenca. Conforme os dados da OMS, o Brasil foi o segundo
pais que mais registrou mortes para a doenga (sob a 6tica de niimeros absolutos), ficando
atras apenas dos Estados Unidos. Ja na Bahia, até fevereiro de 2023, estimasse que cerca

de 31.395 pessoas morreram em decorréncia da COVID-19 (BAHTA|, POZTa).
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Resultados e Consideracoes Finais

5.0.1 Resultados

As informagoes dos proximos paragrafos sao baseadas nas noticias extraidas de (BAHIA,
202TH), e estao relacionadas ao periodo das primeiras 15 semanas de 2021, periodo es-
colhido para andlise e comparacao dos dados apresentados ao modelo SIR que veremos
mais adiante na secao b. O grafico da Figura B mostra o periodo da décima quarta
semana de 2020 até a trigésima quinta semana de 2022. J4 na figura B2, o grafico traz o
intervalo entre a primeira e décima quinta semana de 2021.

No primeiro dia da semana de 2021 no estado da Bahia, foram registrados 1.284 casos
da COVID-19 (taxa de crescimento de 4+0,3%) e 1.519 recuperados (4+0,3%). A vigilancia
epidemiologica estadual considerou um paciente recuperado apoés 14 dias do inicio dos
sintomas da COVID-19. J& os casos ativos eram resultados do seguinte célculo: niimero
de casos totais, menos os 6bitos, menos os recuperados. Os calculos foram realizados
de modo automatico. Os casos confirmados ocorreram em 417 municipios baianos, com
maior propor¢ao em Salvador (22,51%). Os municipios com os maiores coeficientes de
incidéncia por 100.000 habitantes foram Ibirataia (10.338,30), Muniz Ferreira (8.434,38),
Conceigao do Coité (8.432,41), Jucurugu (8.152,53), Pintadas (8.019,55).

As primeiras doses da vacina contra a COVID-19 chegaram na quarta semana de
2021, e acabaram sendo enviadas para os 417 municipios baianos. As primeiras doses
foram aplicadas em profissionais de satde, indigenas aldeados, idosos em institui¢oes de
longa permanéncia e pessoas com deficiéncia. Durante esta semana a taxa de crescimento
de infectados teve o aumento (+0,8%).

Na sétima semana de 2021, o estado da Bahia decretou toque de recolher na maioria
dos municipios, com indices altos de ocupagao nos leitos de UTI para COVID-19, restricao
de circulacao de pessoas nas ruas e funcionamento de servigos nao essenciais apos as 22h
até as 5 da manha. A Bahia alcangava uma taxa de 74% de ocupagao dos leitos de UTI
dedicados para atender pacientes com casos mais graves da COVID-19. Nesta fase os

dados indicavam um risco real de colapso do sistema de satide e consequente aumento na
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mortalidade. As medidas de distanciamento social eram medidas que poderiam minimizar
as altas taxas de transmissao do virus.

Na décima quinta semana de 2021 a Bahia atinge a marca de 17 mil mortes, sendo
contabilizada a semana com maiores nimeros de mortes em 24 horas. FEste total de
6bitos é representando uma letalidade de 1,99%. Dentre os 6bitos, 55,44% ocorreram no
sexo masculino e 44,56% no sexo feminino. Em relacao ao quesito raca e cor, 54,68%
corresponderam a parda, seguidos por branca com 21,85%, preta com 15,29%, amarela
com 0,48%, indigena com 0,13% e nao ha informacao em 7,57% dos 6bitos. O percentual
de casos com comorbidade foi de 65,79%, com maior percentual de doengas cardiacas e
cronicas (73,78%).

Figura 5.1: Distribuicdo do acumulado de casos confirmados de COVID-19 por semana
epidemiologica Bahia, 2020-2021.
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Figura 5.2: Progressao da Infeccao por COVID-19 na Bahia nas Primeiras 15 Semanas
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Fonte: Autoria prépria

Com os dados retratados acima, referentes aos totais de infectados pela COVID-19 na
Bahia, executou-se o processo para obter o valor de (3, taxa de infec¢do, para o periodo
escolhido das 15 primeiras semanas de 2021. Para este ajuste, foi necessario definir os
dados a partir do nimero de infectados na primeira semana de 2021, escolher uma taxa
que otimizasse o processo, baseado inicialmente na taxa de recuperacao v = 0,1, onde
cada individuo levaria 10 dias para se recuperar, visto em (FRANCO; DUTRA|, 2020),

aproximando entdo para v = 0,15. Consequentemente, o tempo de mudanca de cada

periodo correspondeu ao nimero de passos utilizados na fun¢do de otimizacao.

A fungao base se originou a partir da solugao do sistema de equagoes (E18), executado
via biblioteca Matplotlib, através do método numérico de resolucao Runge-Kutta, de
forma a aproximar os resultados das diferenciais com os dados de infectados, até achar uma
curva suficientemente proxima da curva obtida dos dados reais fornecidos pela SESAB.
Foram realizadas 1000 iteragoes até encontrar um valor proximo aos dados reais desejados.

Neste sentido apos as iteragoes consideramos os seguintes dados na Tabela B

Tabela 5.1: Dados para simulagdo do Modelo SIR no estado da Bahia

0,171891162 Taxa de infecgao (B)
0,15 Taxa de Recuperagao ()
14.873.064 Populacao Total N no tempo ¢

S =N —1 | Populagao Suscetivel (S) no tempo ¢,
511.192 Populagao Infectada (1) no tempo ¢
0 Populacao recuperada R no tempo i

0.1 Tamanho do passo (h)

1000 Nimero de iteracoes
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Através dos dados estabelecidos na Tabela bl encontramos a seguinte curva na Figura

b3, referente as 1000 iteracoes do programa.

Figura 5.3: Simulagdo do Modelo SIR para Infectados (COVID-19 BAHIA)
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Fonte: Autoria prépria

100

A Figura b2 mostra a comparacao da COVID-19 na Bahia e os resultados obtidos em

funcao do sistema de equacao SIR com os dados previstos na Tabela Bl os resultados do

tempo no intervalo entre 0 e 20 no grafico da simulacao equivale as primeiras semanas de

infeccao.

Figura 5.4:

Dados reais e
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Tempo

A Figura B3 mostra a projecao da COVID-19 na Bahia, utilizando os parametros

reportados na Tabela 6. O grafico de barras representa os dados reais fornecidos pela

SESAB, enquanto o grafico representado pela curva, refere-se aos valores obtidos no mo-

delo SIR. Observa-se que o pardmetro ( foi obtido no periodo em que as medidas de

isolamento social ja tinham sido impostas. Os graficos foram simulados no periodo de 15
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semanas a partir de 01 de janeiro de 2021 até 16 abril de 2021, um dos periodos mais
criticos da COVID-19 na Bahia (BAHTA|, P02TH). O tempo ¢y = 0 representa na figura o
dia 01 de janeiro de 2021, iniciando com 511192 infectados.

Figura 5.5: Comparacao entre Dados Reais e Simulagdo do Modelo Epidemiolégico SIR
de Infectados por COVID-19 no estado da Bahia
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Fonte: Autoria prépria

Destaca-se que este resultado na Figura B2 é uma projecao do modelo SIR e, por-
tanto, nao é exato, principalmente em periodos mais distantes. Em qualquer estimativa
matematica é fundamental possuir os dados reais; por isso, deve levar em consideracao
que os dados fornecidos pelos boletins epidemiolégicos do estado da Bahia podem ser mai-
ores que os numeros registrados. Além disso, a dindmica da doenca pode também sofrer

alteracoes em funcao das vacinas, medicamentos, entre outras medidas de protecao.

5.0.2 Consideracoes Finais

Apresentamos nesta pesquisa as Equacoes Diferenciais Ordindrias e suas aplicagoes a
area da Epidemiologia, através de uma analise sobre Equagoes Diferenciais, Modelagem
Matematica e Epidemiologia, com aplicacao em modelos compartimentais epidemiolégicos
do tipo SIS, SIR e SEIHR. Estes modelos servem como indicadores, para simular como
um modelo epidemiologico pode ser formulado, e a partir dele, fazer projecoes e anélises.
Desse modo, analisamos nesta pesquisa que modelagens matematicas definidas mediante
dados numéricos podem ser essenciais para coleta e analise de dados precisos e abrangentes

em consonancia com a epidemiologia, ou até mesmo para outras ciéncias.
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Neste trabalho, foi reproduzido um modelo mateméatico epidemiolégico compartimen-
tal SIR, por meio de uma simulacao computacional, especificamente a pandemia da
COVID-19 no estado da Bahia, nas 15 primeiras semanas do ano de 2021. Apesar das
varias técnicas de resolugoes apresentadas relativas as solugoes das equacgoes diferenci-
ais, os métodos analiticos nao se apresentaram tao praticos quanto o método de solugao
numérico de Runge-Kutta, no que tange a projecao da simulacdo do modelo SIR.

Para aplicacao do modelo compartimental adotado, houve a necessidade de otimizar
alguns parametros utilizados, em fun¢do de buscar aproximar das estimativas reais pro-
jetadas nos boletins epidemiolégicos do estado da Bahia. Ainda assim, quantificou-se a
eficacia no aumento de nimeros de infecgoes, permitindo, deste modo a previsao de resul-
tados para periodos futuros com uma fidelidade aproximada. Dessa forma, os resultados
podem estabelecer estratégias que contribuam no combate de doencas epidémicas. Ainda
que o modelo seja uma versao simples compartimental, visto que a COVID-19 pode apre-
sentar um ntmero maior de variaveis, como apresentou o modelo compartimental SETHR.
No entanto, estes modelos que se aproximam mais da realidade e envolvem mais varidveis,
e assim mais equagoes, acabam se tornando complexos em suas solugoes.

A modelagem matematica pode auxiliar na obtencao dados numéricos eficazes na
projecao de infecgoes de doencas transmissiveis. Assim como a epidemiologia funciona com
uma ciéncia fundamental para analisar métodos de controle e prevencao destas doencas.
Portanto, ao associar a epidemiologia a modelos matematicos que traduzam sua base em
hipéteses capazes de quantificar aspectos dos fendmenos biologicos, pode-se oferecer uma
abordagem abrangente para entender e combater doencgas. Essa colaboracdo pode ser
essencial para otimizar as estratégias de satide publica, melhorar a resposta a epidemias

e pandemias, e, em ultima instancia, salvar vidas.
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