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A Matemdtica Pura €, a sua maneira,

a poesia das ideias logicas.

Albert Einstein (1879-1955)



Resumo

A Teoria dos Nuimeros é uma das grandes areas da Matemaética e o foco dos estudos nesta
area é o comportamento dos nimeros (principalmente inteiros) em condicoes especificas.
Algumas relagoes podem ser feitas entre esses nimeros ou estruturas que sao estudadas,
como a relacdo de divisibilidade. Esta relacido foi explorada por muitos matematicos e
seu avango resultou nas congruéncias. As congruéncias, especialmente, as congruéncias
modulo m, com m > 0 e inteiro (que sado exploradas nesta pesquisa), trazem muitos
resultados interessantes como o conceito de residuo. Sabe-se que toda a divisao deixa um
residuo, e nao é diferente com um niimero elevado ao quadrado, que deixam os chamados
Residuos Quadraticos. E foi através desta importante definicao, aliada a definicao de
Simbolo de Legendre, que foi possivel compreender como se dé a Representacao de Inteiros
como Soma de Quadrados. Em virtude destes aspectos mencionados, o presente trabalho
consiste numa revisao bibliografica que tem o objetivo de estudar este tema. Para tanto,
foram analisadas as obras: Hefez (PII16), Burfon (2006), Sanfod (2009), Merzbach (2012)
e [O’Regan] (P018), que apresentam uma boa organizagao partindo das Congruéncias até
a Representacao de Inteiros como Soma de Quadrados. A conclusao do trabalho é de que
todo ntiimero natural pode ser expresso como a soma de no méximo 4 quadrados (afirmagao
demonstrada pelo matematico Lagrange), e para alcancar este resultado, foram utilizadas
ferramentas importantes como o Pequeno Teorema de Fermat, o Teorema de Euler e o
Teorema de Wilson, além de varios outros resultados prévios apresentados, sobretudo em
Congruéncias e Residuos Quadraticos. Por fim, no Apéndice, apresentamos uma tabela
com a “menor representacao” como soma de quadrados para os 100 primeiros naturais e
incluimos um teorema enunciado e provado pelo mateméatico Legendre que fala sobre os

nimeros que s6 podem ser expressos como a soma de quatro quadrados.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros. Congruéncias. Residuos Quadraticos. Repre-
sentacao de Inteiros como Soma de Quadrados.



Abstract

Number Theory is one of the major areas of mathematics and the focus of studies in
this area is the behavior of numbers (mainly integer) under specific conditions. Some
relationships can be made between these numbers or structures that are studied, such
as the divisibility. This relationship was explored by many mathematicians and its ad-
vancement resulted in congruences. The congruences, especially the congruences module
m, with m > 0 and integer (which are explored in this research), bring many interesting
results such as the concept of residue. It is known that the any division leaves a residue,
and is no different with a number squared, which leave the so-called Quadratic Residues.
And it was through this important definition, combined with the definition of Legendre
Symbol, that it was possible to understand how the Representation of Integers as Sum
of Squares takes place. Due to these mentioned aspects, the present work consists of a
bibliographic review that aims to study this theme. To this end, the works were analyzed:
Hefez (20006), Burfonl (2006), Sanfos (2009), Merzbach (2012) and O’Regan (2016), which
present a good organization from the Congruences to the Representation of Integers as
the Sum of Squares. The conclusion of the work is that every natural number can be
expressed as the sum of a maximum of 4 squares (result proved by the mathematician
Lagrange), and to achieve this result, important tools such as Fermat’s Little Theorem,
Euler’s Theorem and Wilson’s Theorem were used, in addition to several other previous
results presented, especially in Congruences and Quadratic Residues. Finally, in the Ap-
pendix, we present a table with the “smallest representation” as the sum of squares for
the first 100 naturals and we included a theorem enunciated and demonstrated by the
mathematician Legendre that talks about numbers that can only be expressed as the sum

of four squares.

Keywords: Number Theory. Congruences. Quadratic Residues. Representing Integers

as Sum of Squares.
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Capitulo 0

Motivacao

Durante a minha trajetéria académica, eu sempre convivi com a Matematica de uma
forma respeitosa. Frequentemente achava interessante as varias formas que ela poderia se
apresentar e o fato de ser relacionada intimamente com as outras disciplinas.

Em algum momento, eu passei a ouvir das pessoas (especialmente dos meus professo-
res) que eu iria acabar adentrando esta area. Isto mexeu comigo de alguma maneira, mas
me mantive relutante para acreditar (até mesmo durante a Graduagao).

Mesmo diante das duvidas e dificuldades, eu resolvi cursar Licenciatura em Matemé-
tica e me envolvi, fui querendo conhecer melhor esta area pela qual ja tinha tamanho
apreco. Neste periodo, fui desenvolvendo uma série de trabalhos voltados para Educacao,
com o foco na Licenciatura, mas algo parecia estar faltando. Até entdo, eu achava que
faria o TCC voltado para a area da Educagao, mas quando me deparei com a disciplina
“Estruturas Algébricas”, alguma coisa mudou. Eu me divertia respondendo, tentando
ou até mesmo errando. Portanto, quando o professor da disciplina, Diogo, me convidou
para escrever este trabalho tudo fez sentido na hora, nao houve hesitagao, era isso o que
faltava.

A minha motivacao para escrever este trabalho é a de me divertir, aprender e valorizar
esta area que eu tanto admiro. Fu nado acredito que eu tenha o “perfil de alguém da
Matematica Pura”, mas desenvolver este trabalho, sem sombra de duvidas, esta sendo
muito importante para a minha formacao.

Espero que quem esteja lendo isso se sinta motivado para escrever (mesmo que tam-
bém nao se considere alguém com o perfil da area de Matematica Pura, vocé pode se
surpreender) e nao desista por causa das adversidades, pois elas estao presentes em todas

as areas.



Capitulo 1

Introducao

A Teoria dos Numeros estuda as mais variadas caracteristicas dos niimeros, como sua
histéria, construcdo, representacao, dentre outros aspectos. E uma drea muito abrangente,
mas este trabalho, em especifico, tem interesse na Aritmética Modular (ou Congruéncias
Moédulo m, com m € N). Em virtude disto, tivemos que estudar divisibilidade, levando
em conta suas propriedades e nuances, ja que as congruéncias modulo m se baseiam
firmemente em seus resultados.

Os resultados acerca das congruéncias foram pensados e elaborados por muitos ma-
tematicos, sendo que o matematico com maior contribuicao foi Gauss. Estes resultados
partem dos residuos até a representacao de inteiros como soma de quadrados, conforme é
descrito a seguir.

A presente pesquisa contém 4 capitulos de contetdo essencialmente matemético, co-
mecando a contagem a partir do segundo capitulo. O Capitulo 2 traz alguns aspectos
histéricos das congruéncias, a sua definicdo e suas principais propriedades e resultados.
Este é o maior capitulo desta pesquisa, porque ele serd a base dos estudos posteriores, e é
preciso apresentar toda essa parte basica para facilitar a compreensao destes capitulos se-
guintes, bem como para possibilitar a realizacao de demonstracoes. Para tanto, tratamos
acerca da divisibilidade e algumas defini¢goes que decorrem deste tépico.

O Capitulo 3 inicia tecendo alguns comentarios a respeito dos niimeros primos, como
seus aspectos histéricos e teoremas importantes, como o Teorema Fundamental da Arit-
mética. Ademais, sdo apresentadas trés ferramentas essenciais para o desenvolvimento
deste trabalho, sao elas: o Pequeno Teorema de Fermat, o Teorema de Euler e o Teorema
de Wilson. Sao ferramentas que possuem relacao direta entre si e sao fundamentais para
a demonstracao de teoremas especificos abordados no capitulo posterior.

O Capitulo 4 trata acerca dos residuos quadraticos. E o capitulo que traz o apro-
fundamento do que é visto nos Capitulos 2 e 3 e é responsavel por fazer a ligacao destes
capitulos com o Capitulo 5. Em outras palavras, os residuos quadréticos surgem como

resultados das congruéncias, se utilizam das ferramentas do Capitulo 3 para as demonstra-
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¢oes dos seus teoremas e € o capitulo que vai possibilitar as provas dos teoremas do tltimo
capitulo. De fato, cabe destacar a importancia do Simbolo de Legendre e do Critério de
Euler, ambos apresentados neste referido capitulo, no desfecho do trabalho.

O quinto e ultimo capitulo do presente trabalho inicia apresentando o Problema de
Waring, que consiste em estudar a representacao de naturais como soma de poténcias.
Além disso, utilizamos os resultados construidos ao longo dessa pesquisa, a fim de enunciar
e demonstrar o resultado principal deste estudo: o Teorema de Lagrange, que afirma que
todo ntimero natural pode ser escrito como uma soma de, no maximo, 4 quadrados.

Por fim, apresentamos no Apéndice, uma tabela autoral com a “menor representacao”
dos cem primeiros naturais como soma de quadrados. Ademais, enunciamos um teorema
do matematico francés Legendre, que nos indica quais nimeros s6 podem ser escritos
como uma soma de quatro quadrados.

O presente trabalho trata-se de uma revisao bibliografica e as referéncias utilizadas
para a sua elaboragao, foram: HefeZ (PU16), Burfon (P2016), Sanfos (200Y), Merzbach
(2012) e O'Regan (210186).



Capitulo 2

Congruéncias

Neste capitulo estudaremos alguns aspectos introdutoérios e historicos das congruéncias,
suas defini¢oes, resultados e aplicagdoes no cotidiano, pois o que aqui for apresentado
servira como base para a construcao dos capitulos posteriores. O capitulo foi dividido em

3 secoes: Uma Breve Historia das Congruéncias, Divisibilidade e Aritmética Modular.

2.1 Uma Breve Histéria das Congruéncias

Acredita-se que os estudos acerca de Teoria dos Numeros foram iniciados pelos egipcios
e babilonios, mas esta area foi desenvolvida como uma teoria mais firme por Pitagoras
(580-500 a.C., aproximadamente) e pelos membros da sua escola, conhecidos como pita-
géricos. Eles estabeleceram muitas conexoes entre os nimeros e conceitos do cotidiano,
tudo isso porque a finalidade dos envolvidos era contribuir para o desenvolvimento de
argumentos filoséficos.

A Matematica comecou a ser pensada para crescimento proprio, de fato, com a Escola
de Alexandria, que foi destruida quando a cidade de Alexandria foi subjulgada pelos
arabes em 641 a.C.. Apds essa situagdo, foi construido um museu para guardar todos
os conhecimentos possiveis que estavam sendo desenvolvidos em Alexandria. E, um dos
maiores nomes ligados a esse museu, é o de Euclides (350-283 a.C.), que é conhecido
atualmente por sua admiravel contribuicdo na area da Geometria. Ademais, ele também
foi o responsavel por organizar todo conhecimento matematico desenvolvido até entao e
disponibiliza-lo para toda a sociedade no seu trabalho Os FElementos, o que inclui, por
tabela, o que era conhecido sobre Teoria dos Niimeros.

A Teoria dos Numeros é uma area de grande relevancia para a Matematica. Essa
area apresenta o comportamento dos nimeros (especialmente inteiros) diante de situa-
¢Oes previamente estabelecidas. E, de fato, aprofundando o estudo neste tdo importante
ramo, encontramos aplica¢oes fundamentais para o desenvolvimento da sociedade tecno-

loégica, como a Criptografia, bem como problemas nao resolvidos, como a Conjectura de
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Goldbach.

A Criptografia consiste em desenvolver e aplicar métodos de codificagao de mensagens
de tal forma que apenas os destinatarios possam decodificar para ter conhecimento do seu
contetdo. Além disso, é uma area que se desenvolveu muito com o apoio da linguagem,
posteriormente com o surgimento e aprimoramento dos computadores e atualmente com
0 seu uso através da manipulagdo de niimeros primos.

E possivel afirmar seguramente que os nimeros primos elevaram os niveis de Crip-
tografia que conheciamos, isto porque sao nimeros que possuem alta complexidade. O
sistema de Criptografia que utiliza como base os niimeros primos funciona da seguinte
maneira: sao selecionados dois nimeros primos muito grandes e distintos p e ¢. Sendo
m = p-q, é notorio que é muito dificil descobrir os valores de p e ¢, tendo apenas o valor
de m, por ser extremamente demorado e dificil fatorar niimeros primos grandes. Em
outras palavras, é facil realizar esta operagao (visto que é uma simples multiplicagdo),
mas bastante dificil desfazer (decodificar), sendo uma tarefa relativamente mais simples
apenas para o remetente que terd em sua posse a chave para a decodificagdo, ou seja,
conhecimento do valor de p ou g.

Ainda nao temos uma féormula que forneca apenas niimeros primos, mas temos nimeros
especiais e dentre eles, podemos destacar aqui os Numeros de Mersenne. Este nome foi
dado em homenagem ao matematico e monge Marin Mersenne (1588-1648), que realizou
estudos e interacoes com outros matematicos que resultaram na férmula M, = 27 — 1
com p primo, que ¢é utilizada para gerar primos absurdamente grandes conhecidos como
Primos de Mersenne. Um fato interessante, é que hoje, o maior niimero primo conhecido
(e que é expresso através da formula de Mersenne) tem quase 25.000.000 de digitos.

Ademais, no que diz respeito aos niimeros primos, o matematico nascido no Norte da
Alemanha Cristian Goldbach (1690-1764) se debrugou sobre muitas ramifica¢coes mate-
maticas, e uma delas foi os ntimeros primos. Em um dos seus estudos, ele estabeleceu
uma conjectura e enviou em formato de carta para Euler (1707-1783). Euler é conside-
rado um dos maiores matematicos que temos conhecimento atualmente e havia construido
reputacao internacional por contribuir em quase todos os ramos da Matematica Pura e
Aplicada. Além disso, ele foi o responsavel por desenvolver muitos estudos na época e
estabelecer muitas notagoes que sao utilizadas até hoje, como o e, que indica a base dos
logaritmos naturais, muitas vezes chamado de “Numero de Euler”. Goldbach enviou esta
carta lancando o palpite de que todo niimero inteiro par pode ser escrito como a soma
de dois niimeros que sao ou primos ou 1. Uma formulacao muito utilizada para descrever
este palpite é o de que qualquer inteiro par maior que 4 pode ser escrito como a soma de
dois nimeros primos impares. E, de fato, é possivel verificar esse palpite para os primeiros

inteiros pares:
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6=3+3
8=3+5
10=5+5

Euler respondeu a carta de Goldbach estabelecendo uma conjectura propria, que
diz que qualquer niimero par maior que 6 na forma 2n+2 é a soma de dois nimeros sendo
ou 1 ou primo na forma 4n+1. Euler ndo comprovou a conjectura proposta por Goldbach,
assim como nenhum outro matematico ao longo do tempo, mas é uma conjectura com
base sélida, com fortes indicios de veracidade.

Mediante ao que foi apresentado por Goldbach e varios outros matemaéticos, pode-
se dizer que a Teoria dos Numeros potencializa o estudo sobre os nuimeros tentando
categoriza-los, opera-los e relacioné-los de forma coerente. Isto, com o intuito de esta-
belecer defini¢oes que expressem a natureza comportamental dos niimeros bem como ela
é.

Diante de todas essas possibilidades, o ja conhecido matematico Euclides desenvolveu
um algoritmo capaz de revelar o maior divisor comum entre dois inteiros positivos. Ele
notou, ao realizar sucessivas divisoes com um olhar atento para os restos, que o tultimo
resto nao-nulo é o maior divisor comum entre esses dois inteiros positivos dados. E com o
passar do tempo, essa parte da Aritmética que envolve Divisibilidade foi sendo explorada
e desenvolvida, abrindo espago para a Aritmética Modular ou (como é comumente conhe-
cida) Congruéncia médulo m (a todo momento durante este presente trabalho, sempre
que for mencionado “Congruéncia”, deve-se entender por “Congruéncia médulo m”).

Utilizando corretamente o conceito de Congruéncia, é possivel resolver problemas que
seriam solucionados de forma muito trabalhosa, como por exemplo:

455 por 77

Qual o resto da divisao de

Este é um tipo de problema que assusta no primeiro momento, porque parece que para
solucionar essa questao, é preciso desenvolver a poténcia, e em seguida, realizar a divisao
por 7 a fim de obter o resto procurado. Mas a verdade é que por ser um problema focado
no resto, pode ser resolvido facilmente por Aritmética Modular.

A maior parte do que é conhecido sobre Congruéncia nos dias atuais foi desenvol-
vida por Gauss (1777-1855). Aos 24 anos de idade, este brilhante e jovem matemadtico
apresentou ao mundo os seus resultados acerca deste topico fundamental da Teoria dos
Numeros no seu trabalho Disquisitiones Arithmeticae, publicado em 1801. A sua influén-
cia é tao presente e os seus escritos tao respeitados que até hoje utilizamos a mesma
notagao proposta por ele na sua publicagao.

Dito isto, para iniciarmos os estudos sobre as Congruéncias, primeiro estudaremos
alguns tépicos da Divisibilidade na proxima secao deste capitulo, a fim de desenvolver

uma boa base sobre as notagoes e resultados.
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2.2 Divisibilidade

A Divisibilidade contém varios resultados e notagdoes importantes que compdem a
Aritmética Modular. Devido a isso, antes de iniciarmos os estudos que permeiam as
Congruéncias, precisamos ter ciéncia do funcionamento da divisibilidade dos inteiros.

Para iniciar, vamos nos ater a seguinte definigao:

Definicao 2.1. Sejam dois inteiros a e b. Dizemos que a divide b se existir um inteiro c

tal que b=c-a.

A notagao para a divide b é a | b. N6s podemos dizer também, neste caso, que a € um

divisor ou fator de b, ou que b € maltiplo de a ou até mesmo que b é divisivel por a.
Exemplo 2.1. 1|6, pois6=1-6;3|9, pois9=3-3;5]|0, pois0=5-0.

Algo importante a ser ressaltado acerca desta defini¢ao é que ela nao define uma fragao
ou uma operacao em Z. Ela simplesmente define o que significa um inteiro a dividir outro
inteiro b. E a negacao desta sentenca é que a nao divide b, ou, a 1 b, indicando que nao

existe um inteiro ¢ que satisfaca a condi¢ao b = ¢ - a.

Exemplo 2.2. 317, pois 7 # 3k; 8 4 6, pois 6 # 8p; 4 1 15, pois 15 # 4q, para todos
k,p,q € Z.

Podemos, também, estabelecer algumas propriedades em decorréncia da Defini¢ao 21,

COmMO Veremos a seguir:
Proposicao 2.1. Dados a,b,c € Z, temos:
(i) 1]a,alaealO.
(ii) 0| a <= a=0.
(iii) a | b se, e somente se, |al | [b].
(iv) sea|beb]|c, entdo a | c.
Demonstracao.

(i) a pode ser reescrito como @ = a -1 o que implica que 1 | a e a | a. Além disso, ja
que 0 =a -0, entdo a | 0, Va € Z.

(ii) Suponhamos que 0 | a. Isto implica que existe um inteiro ¢, tal que a = 0 - ¢. Disso,
temos que a = 0 para todo e qualquer ¢ € Z. Reciprocamente, como temos que

a=0,logoa=0=0-d para todo d € Z, portanto, 0 | a.
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(iii)

Consideremos que a | b. Sendo assim, existe um ¢ € Z, tal que, b = ¢ - a. Como os
dois membros da equagao possuem valores absolutos iguais, temos que [b| = |c - al.
Dessa maneira, ja que o produto dos moédulos é igual ao modulo dos produtos,
ficamos com |b| = |¢| - |a|, 0 que garante que |a| | |b|]. Reciprocamente, vamos supor
que |a| | [b]. Sendo assim, existe um ¢ € Z tal que [b| = c - |a|. Acontece que para
manter a igualdade, ¢ precisa ser maior ou igual a 0. Portanto, podemos dizer que
¢ = |c|. Substituindo esse resultado novo na equacao que ja tinhamos, ficamos com
|b| = |c| - |al|, e podemos escrever |b| = |c¢ - a| devido ao fato do mdédulo do produto
ser igual ao produto dos médulos. Assim, concluimos que b = £(c - a), implicando

que a | b.

Como a | beb|c, temos que existem d, e € Z, tais que b = ae e ¢ = bd. Com esse
resultado, se substituirmos o valor de b descrito na primeira equacao na segunda,
ficamos com ¢ = (ae)d, e devido a associatividade da multiplicagdo, temos que

¢ = a(ed), o que nos indica que a | c.

]

Desses resultados, é possivel retirar algumas informagoes importantes. Por exemplo,

nas duas primeiras proposi¢oes chegamos a conclusao de que todo inteiro a é divisivel por

+1 e +a. Ja vimos os casos positivos nas demonstragoes acima, mas como a pode ser

reescrito como a = (—a) - (—1), concluimos que tanto —1 | a, como —a | a para todo a

inteiro. Além disso, como a | 0 implica dizer que todo inteiro divide 0, logo, é correto

dizer que o 0 tem infinitos divisores. Além disso, ao considerarmos que a | 0, se a for

igual a 0, podemos concluir que 0 | 0.

Agora, suponhamos que a | b, com a # 0. Seja ¢ um inteiro tal que b = ¢ - a. Esse

inteiro ¢ é chamado, univocamente, de quociente de b por a, sendo representado por ¢ = —.
a

Vamos ver alguns exemplos que representam essas situacoes apresentadas:

8 8 0 0 9

Exemplo 2.3. I:&- —=1; —=0; —=0; — =-3.

8 b1

b
Observagao 2.1. Perceba que — so estd definido quando a #0 e a | b.
a

Proposicao 2.2. Sejam a,b,c,d € Z. Sea|b ec|d, entio ac | bd.

Demonstragio. Se a | b e ¢ | d, entdo existem e, f € Z tais que b = ae e d = c¢f. Se

multiplicarmos as duas equagoes, temos que: bd = (ac)(ef), logo ac | bd. [

Exemplo 2.4. Como 2|4 ¢ =3 |9, entdo, (2-(—3)) | (4-9), ou seja, —6 | 36.

Proposicao 2.3. Dados a,b,c € Z, se a | b, entao ac | be.

Demonstragio. Como a | b e ¢ | ¢ decorre, pela Proposi¢ao 2, que ac | be. Il
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Exemplo 2.5. Como temos que 5| 10, entao, 5-3 | 10 - 3, logo, 15 | 30.
Proposigao 2.4. Sejam a,b,c € Z. Sea|b e a|c, entdo, a | (b=£c).

Demonstragio. Como a |bea|c, entdob=a-qec=a-p,sendo q,p € Z. Somando
estas equacoes, temos que b+ c = a-q+ a-p. Colocando, agora, a em evidéncia, ficamos
com b+c = a-(q+p) e, portanto, a | (b+c). Agora, se ao invés de somarmos, subtrairmos
as equacgoes, temos que b —c = a-q — a - p. Colocando a em evidéncia, novamente, nos
ficamos com b —c=a- (¢ — p). Logo, a | (b—c).

m

Exemplo 2.6. Tendo em vista que 4 | 8 e 4 | 12, entdo 4 | (8 —12) e 4 | (8 + 12), ou

seja, 4 | —4 e 4| 20, respectivamente.

Proposicao 2.5. Se a,b,c € Z sdo tais que a | b e a | ¢, entao, para todos x,y € Z,

temos que a | (zb+ yc).

Demonstragio. Se a | be a | c, entdo existem f e g que pertencem a Z, tais que: b = fa e
¢ = ga. Multiplicando a primeira equagao por x, temos que xb = z(fa) e multiplicando a
segunda equagao por y, ficamos com yc = y(ga). Somando as duas equagoes, temos que
xb+yc=z(fa) +y(ga) = (zf + yg)a, o que mostra que a | (b + yc).

O

Exemplo 2.7. Como 2 |6 e 2|4, entio 2| (6-(—3)+4-5). Dessa forma, temos que
2| (=18 + 20), ou seja, 2 | 2.

Proposicao 2.6 (Lema de Gauss). Dados a,b,c € Z, se a | bc e a e b sao primos entre

si, entdo a | c.

Demonstragio. Pelo Teorema P, existem x e y inteiros de tal forma que za + yb = 1.
Ao multiplicarmos os dois membros desta equagdo por ¢ obtemos z(ac) + y(be) = c.
Como sabemos que a | ac, e por hipétese, temos que a | be, entdo, pela Proposicao I3,

concluimos que a | c. O
Exemplo 2.8. 2|47, e como (2,7) = 1, temos que 2 | 4.
Proposicao 2.7. Dados a,b € Z, em que b # 0, temos que a | b = |a] < |b.

Demonstragio. Consideremos que a | b. Se isso ocorre, entao existe um ¢ € Z tal que
b = c-a. Como os dois membros da igualdade possuem valores absolutos equivalentes,
temos que |b| = |c¢ - a|, e consequentemente, |b] = |c| - |a|. Como ja foi dito que b # 0,
entdao, ¢ # 0. O que decorre desta situagdo é que |c¢| > 1, nos fazendo concluir que
la| <|c| - |a] = |b|, e, portanto, |a| < |b].

m
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Exemplo 2.9. Como 4 | —20, entao, |4] < | — 20|, ou seja, 4 < 20.

Temos algumas outras proposicoes que podem ser muito uteis para o estudo de divi-
sibilidade.

Proposicao 2.8. Dados a,b € Z en € N, temos que (a — b) divide (a™ — b").

Demonstracao. Essa prova sera realizada por indugao sobre n.

Base de Indugio. Primeiro, para n = 1, temos que (a —b) | (a' — b'), o que é de fato
verdade.

Hipétese de Indugao. Vamos supor, agora, que (a —b) | (a™ — b"™), e com isso, nos
resta desenvolver a"*! — b"*1. Podemos reescrever a"*! — b"*! como sendo aa™ — bb" e

adicionar a essa expressao, —ba™ + ba". Dessa forma, ficamos com:
a"™t — v = qa” — ba™ + ba™ — bb".
Com isso, podemos colocar a” e b em evidéncia, resultando em:
" =" = (a —b)a" + (a" — b")b.
Assim, para melhor visualizacao, podemos organizar como:
a™tt — " = aa™ — b = aa"™ — ba" + ba™ — bb" = (a — b)a™ + (a™ — b")b.

Passo de Indugio. Como ¢ sabido que (a —b) | (a' — b') que ¢ a base de inducio, e
que por hipétese, (a — b) | (a" — b"), podemos dizer, pela Proposicao E33, que (a — b) |
(@™t — ™+, para todo n € N.

[

Exemplo 2.10. (5 —2) | (5% — 2?), ou seja, 3| (25 —4), o que implica que 3 | 21.

Uma aplicagdo interessante que pode ser utilizada a partir disso, é que todo nimero
escrito na forma 10" — 1, no qual n € N, é divisivel por 9. Isso acontece porque (a — b) |
(a™ — b"), logo, se fizermos a =10eb=1,a—b=10—1=9, entdo, 9| 10" — 1.

Observacao 2.2. Uma outra maneira de checar este resultado, é percebendo que 10" —1 =
999...9.
—_—

n vezes

Proposigao 2.9. Sendo a,b € Z, temos que (a +b) divide (a®" — b*").

Demonstragdo. Seguindo a mesma linha da prova anterior, vamos realizar a prova por
inducao.
Base de Indugao. Vamos verificar, primeiramente, que a afirmacao ¢ valida paran = 1.
Verficamos que é, de fato, verdade, pois a+b divide a® —b?, j4 que a®—b? pode ser reescrito
como (a +b) - (a — b).
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Hipotese de Inducao. Para continuar, vamos supor que essa afirmagcao é valida para
n, e vamos verificar se é valida para n + 1. Se substituirmos n por n + 1 na expressao

a® — b?", teremos

a2(n+1) . b2(n+1) — a2n+2 o b2n+2 — 6L26l2n o beQn‘

Agora vamos adicionar os termos —b?a®" + b%*a®". E assim, ficamos com

a2(n+1) o b2(n+1) — a2a2n o b2a2n + b2a2n o b2b2n — ((12 . b2)a2n + b2(a2n . an)

Passo de Inducdo. Sabemos que a + b divide a? — b%, por ser a base de inducdo, e que,
por hipétese, a?™ — b*" ¢ divisivel por a + b. Portanto, pela Proposicao E33, temos a prova
por concluida e valida para todo n € N.

m

Exemplo 2.11. Temos que (5+7) | (522 —"7*?), ou seja, 12 | (625—2.401), o que implica
que 12 | 1.776.

Agora, veremos aspectos basicos da Divisao Euclidiana, que é um aprimoramento do
estudo de Divisibilidade.

O principio para o entendimento deste algoritmo é que, mesmo quando um inteiro
a # 0 nao divide um inteiro b de forma exata, ou seja, deixando resto 0, nés podemos
realizar esta divisdo e contabilizar o resto. Isso foi trazido de forma nao-explicita, por
Euclides, no seu trabalho Os Elementos. Vamos entender melhor o que foi dito, através

dos exemplos abaixo:

Exemplo 2.12. O quociente e o resto da divisio de 13 por 2 sio ¢ = 6 er = 1, pois
13 =2-6+ 1. Da mesma forma, o quociente e o resto da divisio de -17 por 5 sdo

respectivamente ¢ = —4 e r = 3, porque —17 =5 (—4) + 3.

Se o resto da divisdo de um inteiro m por 2 for 0, temos que esse inteiro m é par e
pode ser escrito na forma m = 2n, com n € N. Se o resto da divisao de um inteiro m por
2 for 1, temos que esse inteiro m é impar e pode ser escrito na forma m = 2n + 1, com
n € N.

Se considerarmos um numero natural m, tal que m > 2, podemos escrever qualquer
nimero n de modo tnico na forma mq + r, sendo que r,q € Z e 0 < r < m.

Levando em conta as formas 3k,3k + 1,3k + 2, com k € Z, todo inteiro m s se
enquadrard em uma, e apenas uma, dessas formas apresentadas. Por exemplo, o nimero
13 pode ser representado como 3k + 1, para k =4, pois 3-4+ 1 = 13.

O mesmo acontece se considerarmos as formas 4k, 4k + 1,4k + 2,4k + 3, com k € Z.

Um inteiro qualquer s6 podera ser representado por uma dessas formas.



2.2. DIVISIBILIDADE 12

2.2.1 Maximo Divisor Comum

O Méximo Divisor Comum (mdc) tem uma importancia notavel para o que sera estu-
dado posteriormente no presente trabalho, que sao os Residuos Quadraticos e a Represen-
tacao de Inteiros como Soma de Quadrados. Por isso, vamos apresentar nesta subsecao

alguns dos seus resultados e implicacoes mais importantes.

Definigao 2.2. Sendo a,b,d € Z, d > 0, d serd chamado divisor comum de a e b se d | a
ed]|b.

Exemplo 2.13. Os nimeros 1,42, +4 sdo os divisores em comum de 16 e 20.

Diante disso, Euclides apresenta no seu trabalho Os Elementos, o mdc, como sendo

definido pelas propriedades abaixo:

Proposicao 2.10. Sejam a,b,d € Z, com d > 0. Entao, d serd considerado mdc de a e

b, se:
(i) d é divisor comum de a e de b;
(7i) se d é divisivel por todos os divisores de a e de b.

Uma implicagao importante se constréi devido a (ii). Se d e d’ sao mdc de um par de
inteiros, entdo, d | d’ e d’' | d. Somando isso ao fato de que o mdc é um inteiro positivo,
temos que d > 0 e d' > 0. Isto implica que d = d’. Ou seja, o mdc é unico.

A notagao para o mdc de dois niimeros inteiros a ¢ b é (a,b). Ademais, nao importa
a ordem destes inteiros ao serem inclusos na notagao, ou seja, (a,b) = (b,a). Além disso,

temos alguns casos em que é facil verificar qual é o mdc, por exemplo:

(i) (0,a) = [al;
(i) (1,0) =1;

(iii) (a,a) = |al.

Levando estes resultados adiante, se a | b, entdo (a,b) = |a|, para todos a,b € Z. De
fato, neste caso, o a é divisor de b e divisor dele mesmo, ou seja, a é divisor comum desse
par de inteiros. Se existir outro divisor comum ¢ de a e b, este ¢ entao divide a, mostrando
que |a| é o maior divisor comum entre esses dois nimeros a e b. A reciproca é verdadeira,
pois se (a,b) = |a|, entdo |a|| b, e conclui-se que a | b.

Com relac¢ao a notagao do mdc de dois nimeros, é valido ressaltar que, sendo (a, b)
com a,b € Z, entdao (a,b) = (a,—b) = (—a,b) = (—a,—b). Devido a este resultado,
normalmente sao sempre utilizados valores nao-negativos tanto para a quanto para b.

Ademais, pela Proposicao I, temos que todo ntimero inteiro divide 0. Dessa forma,

omdcdeaebé0quando a =0b=0, pois 0 é o inico que ¢é divisivel por todos os divisores
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de 0. Da mesma maneira, temos que se (a,b) = 0, entdao 0 | a e 0 | b. E como o tnico
ntmero divisivel por 0 é o préprio 0, concluimos que a = b = 0.

Apesar disso, o mdc de dois nimeros inteiros nao-nulos envolve mais alguns detalhes
que requerem atencao. De fato, sendo um inteiro d > 0 um mdc entre dois inteiros a e b,
tais que a, b # 0, e supondo que exista um divisor comum ¢ qualquer desses dois valores,
entdo ¢ < |c] < d.

Normalmente, no Ensino Fundamental, se define mdc de dois inteiros a,b # 0 como
sendo o maior nimero do conjunto dos divisores comuns desses dois nimeros. Essa defi-
ni¢do nao esta incorreta, mas nao abrange os resultados de uma definicdo mais completa,
como a que é apresentada na (ii) da Proposi¢ao PZI0.

Visto que ja foi apresentada uma boa base do funcionamento do mdc, consideraremos

o Teorema a seguir, que sera necessario para demonstrar resultados posteriores.

Teorema 2.1 (Identidade de Bézout). Se d é o mdc de a e b, entao existem xo,yy € Z

tais que d = xoa + yob.

Este Teorema nao serd provado, apenas tomaremos seu enunciado como verdadeiro.

E uma coisa muito interessante sobre ele é a sua clara relagdo com a Proposicao 3.

2.3 Aritmética Modular

Nesta secao traremos as nogoes iniciais de Congruéncias, suas especificidades e seus
resultados mais importantes para o desenvolvimento deste presente trabalho.

Tem-se uma congruéncia entre dois valores a,b € Z quando eles produzem o mesmo
resto apés serem realizadas as divisoes euclidianas desses valores por um nimero natural

m. Sintetizando este enunciado, chegamos na defini¢cao a seguir:

Definigao 2.3. Sejam a,b,q,q € Z e m € N. Considera-se que a é congruente a b

maodulo m, se existir um r tal que, a =mq—+r eb=mq +r, com 0 <r <m.
Neste caso, dizemos que eles sao congruos ou congruentes, e denotamos a = b mod m.

Exemplo 2.14. 11 = 7 mod 2, pois tanto o 11 quanto o 7, quando divididos por 2, deixam
resto1:11=2-54+1e7=2-341.

Considerando isso, temos que quando a e b deixam restos diferentes quando divididos

por m, dizemos que a e b nao sao congruentes ou sao incongruentes modulo m, ou seja,

a #Z b mod m.

Exemplo 2.15. 7 # 6 mod 3, pois 7 dividido por 3 deixa resto 1 e 6 dividido por 3 deiza

resto 0. Como 0 < 0 # 1 < 3, tem-se que 7 e 6 sdo incongruentes quando divididos por

3.
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Teorema 2.2. Sejam a,b,m € Z, com m > 0. Consideramos a = b mod m se, e somente

se, m | (b—a).

Demonstragdo. Se a = b mod m, entdo, pela Definicao P23, existem ¢, ¢’ e r inteiros, com
0 <r<m,tais que a =gm+1reb=¢gm+r. Logo, se subtrairmos a de b, temos que
b—a= (¢ —q)-m, o quenos diz que m | (b — a).

Reciprocamente, se m | (b—a), entdo temos duas possibilidades, ou b e a sdo multiplos
de m, ou b e a deixam, respectivamente, restos ' e r ndo-nulos quando divididos por m.
Para o primeiro caso, teremos b = ¢'m e a = gm, o que faz com que ambos deixem resto 0
quanto divididos por m. Para o segundo caso, a e b deixam resto r e 1/, respectivamente,
quando divididos por m. Assim, b —a = (¢’ — q) - m + (1" — r). Dessa forma, temos que
0 < |r' —r| < m, e a tnica forma de m dividir |r' — r| é quando " = r, ou seja, a = b

mod m. O

Uma aplicacdo muito interessante das congruéncias no cotidiano é o funcionamento
do reldgio. Ele é construido em um sistema de congruéncias médulo 12. Neste caso, se
o relégio estd marcando 5 horas e se passa uma volta completa, ou seja, 12 horas, vamos
ter 17 horas, o que implica que 5 = 17 mod 12.

Note que se for utilizado o médulo 1 para explorar as congruéncias de inteiros, nao
sera possivel obter bons resultados, pois quaisquer inteiros a,b € Z sao congruos mod 1,
visto que esses numeros inteiros quando divididos por 1 deixam resto 0. Devido a essa
simplicidade que se impoe sobre as congruéncias mod 1, serao consideradas apenas as

congruéncias mod m, com m € N e m > 1, para obtencao de melhores resultados.

Proposicao 2.11. Sendo a,b,m € Z, com m > 0, consideramos que a = b mod m se, e

somente se, existir um q € Z tal que b = a + gm.

Demonstragio. Considerando que a = b mod m, temos que m | (b — a). Logo b —a é um
multiplo de m e pode ser escrito como b—a = gm, o que mostra a existéncia de um inteiro
q tal que b = a + gm. A reciproca conta com a existéncia de um ¢, tal que b = a + gm.
Adicionando —a aos dois membros dessa igualdade ficamos com b —a = a — a + gm ou
simplesmente b—a = gm. Isso nos diz que b—a é multiplo de m, implicando que m | b—a,

e portanto, a = b mod m. O
Proposicao 2.12. Sejam a,b,c € Z e m € N. Temos:

(i) a =a mod m; (reflexiva)

(i) se a =b mod m, entio b = a mod m; (simétrica)
(iii) se a =b mod m e b= c mod m, entao a = c mod m. (transitiva)

Demonstracao. Vamos aplicar o Teorema P2 para provar essas proposigoes.
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(i) Como m | 0, podemos escrever esta afirmacao como m | (a —a), que nos indica, pelo

Teorema 22, que a = a mod m, V a € Z.

(ii) Supondo que a = b mod m, podemos escrever a = mq +r e b = mq' + r, com
¢,q,r € Z. E subtraindo a por b, temos que a —b =m - (¢ — ¢'), o que mostra que

m | (a — b). Portanto, pelo Teorema =4, concluimos que b = a mod m.

(iii) Se a = b mod m, entdao m | (b —a). E se b = ¢ mod m, entdo, m | (¢ — b). Dessa
forma, pela Proposicao 4, m | (b — a) + (¢ — b), ou seja, m | (¢ — a), implicando

que a = ¢ mod m.
]

Observagao 2.3. As proposicoes apresentadas anteriormente, com relagdo as congruén-
cias no conjunto dos inteiros, indicam que esta operagao (=) define uma relagdo de equi-

valéncia.

Um dos resultados mais tteis e fortes que as Congruéncias apresentam é que elas
sao preservadas com relagdo a soma e a multiplicacdo. Vamos compreender melhor essa

propriedade nas proposicoes a seguir.
Proposicao 2.13. Sejam a,b,c,d € Z e m € N tal que m > 1. Temos:
(i) Se a =b mod m e c=d mod m, entio (a+ c) = (b+d) mod m.
(i) Se a =b mod m e c =d mod m, entio ac = bd mod m.
Demonstragio. Como a =b mod m e ¢ =d mod m, entdo m | (b—a) em | (d— c).

(i) Realizando a soma, nds temos que m | (b—a)+(d—c). Logo, temos m | (b+d)—(a+c).

Portanto, concluimos que (a + ¢) = (b+ d) mod m.

(ii) Podemos escrever b—a = gm, com g € Z. Multiplicando os dois lados desta equagao
por d, temos que bd — ad = dgm, ou simplesmente, d(b — a) = dgm, que nos diz
que m | d(b — a). Da mesma forma, podemos escrever d — ¢ = ¢'m, com ¢ € Z.
Multiplicando os dois lados desta equacao por a, temos que ad — ac = ag'm, ou
simplesmente, a(d — ¢) = ag'm, que nos diz que m | a(d — ¢). Pelo item anterior,

podemos afirmar m | d(b — a) + a(d — ¢), portanto, m | (bd — ac).

]

Proposicao 2.14. Dados, m,n € N e a,b € Z, temos que se a = b mod m, entao a™ = b"

mod m.
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Demonstracao. A prova sera realizada por indugao sobre n.

Base de Indug¢do. Primeiramente, vamos verificar se a afirmagao é valida para n = 1.
Nesse caso, temos que a! = b' mod m. Portanto, concluimos que para n = 1 é valida.

Hipotese de Indugdo. Vamos assumir agora que a proposicao é valida para algum n,
ou seja, teremos que considerar que a = b mod m.

Passo de Indugao. Agora, verificaremos se a proposicao é valida para n+ 1. Para isso,
observe que a” - a' = b" - b* mod m. Considerando a hipétese de inducdo e também a

n+l — bn+1

Proposicao ZI3, segue que a mod m.

]

Proposicao 2.15. Dados a,b,c,d e m inteiros, com m > 0, se ac = bc mod m, entdo

a=b mod m/d, comd= (c,m).

Demonstracio. Como ac = bc mod m, temos que bc — ac = gm para algum q € Z.
Entdo ¢ - (b — a) = gm. Dividindo os dois membros da equagdo por d, ficamos com
c¢/d-(b—a)=q-m/d. Ouseja, m/d | ¢/d- (b— a). Como (m/d,c/d) = 1, temos, pela
Proposicao 208, que m/d | (b — a), o que implica que a = b mod (m/d). O

O teorema a seguir nao serda provado, mas seu resultado sera aceito e utilizado para

demonstragoes futuras.

Teorema 2.3. Dados a,b,m € Z, com m >0 e (a,m) = d, se tivermos ax = b mod m,
caso d 1 b, a congruéncia nao tem solugio e caso d | b, a congruéncia tem exatamente d

solugoes incongruentes modulo m.

Agora que foram apresentadas as propriedades e definigdes mais importantes para o
desenvolvimento do trabalho, podemos responder a questao que foi levantada no inicio do

capitulo, trazida no exemplo abaixo.

4555

Exemplo 2.16. Qual o resto da divisdo de por 7%

Resolucio. Sabe-se que 43 = 64 que dividido por 7 deixa resto 1, ou seja, 4> = 1 mod 7.
De posse desta informacao, temos que 4°°° = (43)' mod 7. Assim, podemos substituir

185 — 1185

o 4% por 1, ficando com (43) mod 7. E como 1'® =1 mod 7, concluimos que o

resto da divisao de 4°%° por 7 é 1. O

2.3.1 Residuos

Nesta subsec¢ao, abordaremos os residuos de uma Congruéncia, perpassando as suas
defini¢oes e implicagoes de forma breve. Para tanto, vamos nos ater ao que diz a defini¢ao

a seguir.

Definicao 2.4. Sejam a,b,m € Z, com m > 0. Se b = a mod m, dizemos que a € um

residuo de b mod m.
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Com base nesta definicdo, podemos dizer que um Sistema Completo de Residuos
modulo m é um conjunto que contém todos os possiveis restos numa divisao de inteiros
por m também inteiro. Dessa forma, os elementos pertencentes a este conjunto nao podem

ser repetidos, e isto é sintetizado por meio da defini¢cao a seguir.

Definicao 2.5. Tem-se que {r1,72,73,...,7:,...,7;} € um sistema completo de residuos

modulo m quando

(i) r; #r; mod m, para i # j;

(ii) Para todo n € Z, existe ; | n = r; mod m.

Observacao 2.4. Um sistema completo de residuos maodulo m tem m elementos.
Exemplo 2.17. {0,1,2,3,...,m — 1} € um sistema completo de residuos mddulo m.

Exemplo 2.18. {17,4,—13,18} ¢é um sistema completo de residuos mod 4. De fato,
17=1mod 4, 4 =0 mod 4, —13 = 3 mod 4 e 18 = 2 mod 4, respectivamente.

Da mesma forma que temos um sistema completo de residuos, podemos ter um sistema
reduzido de residuos (SRR).

Definicao 2.6. Entende-se o conjunto {ry,72,73,...,7i,....,7;} por sistema reduzido de
residuos modulo m, se ele for um sistema completo de residuos no qual foram retirados

todos os valores r; tais que (r;,m) # 1, para i =1,2,3,...,s, com s € N.

Exemplo 2.19. {1,5} é um sistema reduzido mddulo 6. De fato, um sistema completo
neste caso seria {0,1,2,3,4,5}, e os unicos elementos que possuem o mdc iqual a 1 quando

formam par com o 6 sdo 1 e 5.

Dessa maneira, temos nao apenas esta subsecao, mas o capitulo por concluido. Nele
apresentamos as ferramentas e resultados mais necessarios para o desenvolvimento desta
pesquisa. Ademais, construimos uma boa base de conhecimento para o estudo da secao
posterior, na qual iremos verificar alguns teoremas que seram utilizados como ferramentas

nos préximos capitulos.



Capitulo 3

Ferramentas

Neste capitulo serao apresentados alguns enunciados sobre os niimeros primos e trés
teoremas muito tteis para a formulagao de resultados nos estudos dos Residuos Quadrati-
cos e, por sua vez, na Representacao de Inteiros como Soma de Quadrados. Abordaremos
o Pequeno Teorema de Fermat, o Teorema de Euler e o Teorema de Wilson, e para tanto,

precisaremos definir, primeiramente, o que sdo nimeros primos.

3.1 Numeros Primos

Definicao 3.1. Seja p € N, com p > 1. Dizemos que p é um numero primo, se 0s Unicos

divisores naturais de p forem o 1 e o proprio p.

Exemplo 3.1. Podemos citar como exemplos de primos: 2,3,5,7,11,13,17,... . Eles sdo
0s primeiros numeros primos e sdo relativamente fdceis de se encontrar, simplesmente

aplicando a defini¢do, por serem “pequenos’.

Observacao 3.1. Os niumeros que nao se encaizam nessa defini¢do de nimeros primos,
ou seja, apresentam mais divisores além do 1 e dele mesmo, sdao chamados nimeros

compostos, como por exemplo: 4,6,8,9,10,12,... .

Os ntimeros primos e suas particularidades possibilitam o avanco da Mateméatica em
diversas areas. Como evidéncia disso, sera apresentado, a seguir, o Teorema Fundamental

da Aritmética, que nao serd demonstrado.

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental da Artimética). Todo inteiro maior que 1 pode ser
expresso como um produto de fatores primos, sendo essa fatora¢io unica (e com ordem

desprezada,).

Também existe um lema importante e util sobre os primos que foi proposto por Eu-

clides que cabe aqui ser destacado.
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Lema 3.1 (Lema de Euclides). Dados a,b,p € Z, com p primo, se p | ab, entdo, p | a ou
plo.

Demonstra¢io. Como p | ab e p é primo, se tivermos que p t a, entdo, pela Proposicao
M, p | b. A situagao seria andloga se p 1 b, pois teriamos que (b, p) = 1, e pela Proposigao

supracitada, conhecida como Lema de Gauss, resultaria que p | a. ]

3.2 Pequeno Teorema de Fermat

Desde a antiguidade, j4 era sabido que se p é primo, entéo p | 2P — 2. A generalizacao
desse resultado foi apresentada por Pierre de Fermat (1601-1665), através de um pequeno,
porém bem elaborado teorema.

Fermat nasceu na Franca e realizou grandes descobertas no ramo da Matematica.
Porém, diferentemente do que muitos pensam, ele ndo era matematico no sentido profis-
sional da palavra e ndo mostrou interesse por isso até pelo menos os 30 anos. Na verdade,
ele atuava como advogado e magistrado e, em algum momento, passou a se dedicar a
Matematica nas horas vagas.

Pierre de Fermat, conhecido como “o principe dos amadores”, ajudou a construir a
Geometria Analitica e a formular bases técnicas para o Calculo Diferencial e Integral
e Probabilidade. Mas, a sua grande paixao era a abstragao proposta pela Teoria dos
Numeros. Dito isto, vamos verificar uma de suas grandes constribui¢oes: o Pequeno

Teorema de Fermat.

Teorema 3.2 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam a,p € N tal que p € primo. Se p1 a,

entdo, a?~' =1 mod p.

Demonstragio. Considere o conjunto F' = {a, 2a, 3a, ..., (p — 1) - a}. Sabe-se que qualquer
elemento pertencente a F é menor ou igual a (p — 1) - a, portanto, nenhum elemento
do conjunto é divisivel por p. Além disso, quaisquer dois elementos distintos de F sao
incongruentes modulo p, visto que como (a,p) = 1, para que aj = ak mod p (supondo
que j,k pertengam ao conjunto F), terfamos pela Proposicdo I3 que j = k mod p,
o que implica que 7 = k. Esta igualdade nao pode ser considerada, porque claramente
podemos fazer uma relagao biunivoca entre este conjunto apresentado e o sistema reduzido
de residuos modulo p. Para evidenciar esta relacao, vamos estabelecer uma congruéncia
modulo p entre o conjunto F' e o sistema reduzido de residuos modulo p, conforme veremos

a seguir:
a-2¢-3a-...-(p—1)-a=1-2-3-...-(p—1) mod p.
Esta relagao quando simplificada, fica:

a? !t (p—1)!'=(p—1)! mod p.
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Considerando que ((p—1)!,p) = 1, pela Proposi¢ao P13, podemos realizar o cancelamento

nos dois membros da congruéncia, ficando com
a’~! =1 mod p,
o que conclui a demonstracao. 0

Este resultado nos apresenta um teste para descobrir nimeros nao-primos. Pois, con-
siderando a,m € N tais que m > 1 e (a,m) =1, se m{ a™ ! — 1, entdo m nao é primo.
Temos também uma consequéncia desse Teorema, que também é chamado de Pequeno

Teorema de Fermat, como veremos a seguir.
Corolario 3.1. Seja p um nimero primo. Entdo, temos que p | a® — a, Va € Z.

Demonstracio. Pelo Teorema B2, temos que a?~! = 1 mod p. Sabemos que a = a mod p.

Temos, entdo, pela Proposicao I3, que ¢’ ' -a =1-a mod p. Logo, a”? = a mod p. O

Observacao 3.2. Verifique que, no Colordrio B, se fizermos a = 2, teremos justamente

o caso particular que foi apresentado no inicio do capitulo de que se p é primo, entao
pl2r—2.

Dito isto, temos esta subsecao por finalizada e iniciaremos na proxima subsec¢ao um

estudo acerca do Teorema de Euler.

3.3 Teorema de Euler

Euler é um dos matematicos mais conhecidos e falados na atualidade, isto porque ele
reuniu uma série de contribuigoes ao longo do tempo para a construcao da Matematica
que temos hoje. O grande matematico suico tinha uma mente extraordinaria e suas
contribui¢oes foram nas mais variadas areas, como por exemplo: Teoria das Fungoes,
Teoria das Particoes e Mecanica.

Como ja foi mencionado na Se¢ao I, Euler se comunicava com Goldbach acerca dos
resultados apresentados por Fermat sobre os niimeros primos. E nesta subsecao, tratare-
mos do Teorema de Euler que é, basicamente, uma generalizacao do Pequeno Teorema de
Fermat.

Para iniciar esta subse¢ao, como saber se aX = 1 mod m tem alguma solu¢ao em X7
A resposta para esse questionamento pode ser encontrada através da proposicao descrita

abaixo:

Proposicao 3.1. Dados a,m € Z com m > 1, temos que aX =1 mod m possui solucao
se, e somente se, (a,m) = 1. E se xy for uma solugio, dizemos que x também é uma

solucao se x = xy mod m.
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Demonstragio. A congruéncia aX = 1 mod m tem solugao z, se, e somente se, m | axg—1.
Encontrar essa solugao ¢é equivalente a solucionar a equacao aX — mY = 1 e, por isso,
tem solugdo se, e somente se, (a,m) = 1. Da mesma forma, se zy e x sdo solugoes da
congruéncia aX = 1 mod m, entdo ar = axg mod m. Como (a,m) = 1, temos, pela
Proposicao 213 que x = xy mod m.

]

Utilizaremos a notagdo ¢(m) para denotar a quantidade de elementos de um sistema
reduzido de residuos moédulo m, tal que m > 1. Nesse caso, de acordo com a Defini¢ao
4, serda um sistema reduzido de residuos formado apenas por todos os niimeros naturais

entre 0 e m — 1 que sao primos com m. Se colocarmos ¢(1) = 1, podemos definir a fungao

v:N—=N,

que chamaremos de Phi de Euler. Além disso, pela definicdo de sistema reduzido de

residuos, nos temos que
e(m) <m — 1.

Podemos ter ¢(m) = m — 1 porque se m for um primo, entdao para todo r que seja
um residuo médulo m teremos que (m,r) = 1, ou seja, todos os restos possiveis serao
contabilizados no SRR. E podemos ter ¢(m) < m—1, porque se m nao for primo, teremos
pelo menos um 7 tal que (m,r) # 1, o que faz com que o nimero de elementos do SRR

seja menor que m — 1.

Exemplo 3.2. ¢(12) = 4, pois um exemplo de sistema reduzido de residuos médulo 12
pode ser {1,5,7,11} e p(5) = 4, pois um exemplo de sistema reduzido de residuos mddulo
5 pode ser {1,2,3,4}.

A funca@o Phi de Fuler é muito importante para a Teoria dos Numeros, portanto vamos

apresentar algumas proposicoes abaixo que se utilizam dela.

Proposicao 3.2. Se {ri,ry,...,7pm)} for um sistema reduzido de residuos médulo m e
(a,m) =1 para todo a € Z, entao {ary,ars, ...,arym)} também é um sistema reduzido de

residuos.

Demonstracio. Seja {r1,72,...,7om)} um sistema reduzido de residuos médulo m e su-
ponha que {ay,as,...,a,} também seja um outro sistema reduzido de residuos modulo
m retirado do sistema anterior apresentado. Como (a,m) =1 e (r;,m) = 1, temos que
(ar;,m) = 1. Isto nos diz que se tomarmos ar; = ar; mod m, teremos, pela Proposi-
cao 14, r; = r; mod m, portanto ¢ = j, o que conclui a nossa demonstragao, ja que

{ri,ra, .. "oy} € um sistema reduzido de residuos. O
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Teorema 3.3 (Teorema de Euler). Seja (a,m) =1, com a,m € Z, tal que m > 1. Entdo,

a?™ =1 mod m.

Demonstragio. Considerando {rq,rs, ..., 7, } um sistema reduzido de residuos médulo m,
entdo, pela Proposicao B2, temos que {ary, ars, ..., aryum)} também é um sistema reduzido

de residuos modulo m. Dessa forma,

ary - arg ... Algim) =T1° T2 ... Ty(m) mod m.
Em virtude disso,
ary - ary - ... aTy(m) Ea“’(m)rl-rQ-...-rw(m) =71 T2 o Ty(m) mod m.
E como (ry =72+ ... Tyum), m) = 1, entdo, a?™ =1 mod m. [

Observacao 3.3. Para relacionar o Teorema de FEuler com o Pequeno Teorema de Fer-

mat, basta tomar o(p) = p — 1, com p primo, ficando, assim, com a?~' =1 mod p.

3.4 Teorema de Wilson

O Teorema de Wilson foi apresentado pelo aluno John Wilson (1741-1793) ao seu pro-
fessor Edward Waring (1734-1798), matematico e autor do livro Meditationes Algebraicae,
no qual este e outros teoremas foram apresentados. Através de seus calculos, Wilson des-
cobriu que se p é um nimero primo, entdo p | (p — 1)! + 1. Porém, nem ele e nem o seu
professor foram capazes de provar este enunciado.

Sabe-se que até os dias atuais, ndo existe uma formula que gere todos os nimeros
primos. Waring atribuiu a esta situagao, o fato de nao ter conseguido provar o teorema
proposto por Wilson. Gauss, ao saber da situacao, disse que neste tipo de demonstracao
a ideia que o nimero primo representava era mais importante que a notacao.

E, de fato, quem o provou pela primeira vez foi o matemético Lagrange (1736-1813),
afirmando e demonstrando também que a reciproca do chamado “Teorema de Wilson”
¢é verdadeira. Contudo, muitos matematicos acreditam que o teorema deveria ter sido
atribuido a Leibniz que, devido a algumas evidéncias, aparentemente sabia do resultado
ha aproximadamente um século antes, mas nunca havia publicado nada a respeito.

Agora veremos uma proposicao que serd utilizada para provar o Teorema de Wilson

e, em seguida, demonstraremos o referido teorema.

Proposicao 3.3. Sendo a,p € Z com p primo, temos que a é o Seu Proprio iNVerso

modular se, e somente se, a =1 mod p ou a = —1 mod p.

Demonstracio. Se considerarmos que a é o seu préprio inverso mod p, entdo a? = 1 mod
p, ou seja, p | (a*> — 1), ou simplesmente, p | (a + 1)(a — 1). Alinhando esta informagao

ao fato de que p é primo, temos que p divide apenas um dos fatores, logo, p | (a + 1) ou
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p | (a — 1). Este resultado implica que @ = 1 mod p ou a = —1 mod p. Reciprocamente,

sep|(a+1)oupl|(a—1), podemos considerar que p | (a + 1)(a — 1), ou simplesmente

que p | (a®> — 1), logo, a®> = 1 mod p. O
Observacao 3.4. Ou seja, o inverso de a mod p é a™', jd que a-a~* =1 mod p.
Teorema 3.4 (Teorema de Wilson). Sendo p um nimero primo, entio (p — 1) = —1

mod p.

Demonstragio. O enunciado é valido para p = 2 e p = 3, pois ¢ facilmente verificavel que
(2—1)!=—-1mod2e (3—1) = —1mod 3. Como é sabido, a congruéncia aX = 1 mod
p tem apenas uma solu¢ao para todo k € {1,2,3,...,(p — 1)}, e como de acordo com a
Proposigao B33, dos elementos pertencentes ao conjunto, apenas o 1 e o (p — 1) sdo seus
proprios inversos médulo p, podemos agrupar os elementos restantes em (p — 3)/2 pares

cujo o produto sera congruente a 1, resultando em
2:3-4-...-(p—2)=1mod p.

Agora, se multiplicarmos ambas as partes componentes da congruéncia por (p—1), ficamos

com
2.3:4-...-(p—2)-(p—1)=(p—1) mod p.
E simplificando este resultado, temos
(p—D!'=(p—-1)=-1modp,
ou simplesmente,
(p—1)!'=—1mod p,

como queriamos demonstrar. Il

Agora que os teoremas foram apresentados, daremos este capitulo por encerrado e

comegaremos o proximo discutindo sobre os Residuos Quadréticos.



Capitulo 4

Residuos Quadraticos

Neste capitulo, abordaremos os Residuos Quadraticos. Veremos a sua defini¢ao e seus
principais resultados, que serao importantes para posteriormente estudarmos a represen-

tacao de inteiros como soma de quadrados.

4.1 Residuos Quadraticos

Para iniciarmos, vamos nos ater a definicao de residuos quadrdticos dada a seguir.

Definicao 4.1. Considerando a,m € Z, com m > 0, dizemos que a é um residuo quadrd-
tico médulo m, se a congruéncia x* = a mod m tiver solucdo. Se a congruéncia r° = a
mod m nao tiver solugdo, dizemos que a € um residuo nao-quadrdtico ou que a nao é um

residuo quadrdtico modulo m.

Exemplo 4.1. Dizemos que 1 é um residuo quadrdtico médulo 3, jd que 2> = 1 mod 3.
Jd 0 2 ndo é um residuo quadrdtico médulo 4, visto que ndo existe um x tal que 2% = 2
mod 4.

Desta definicao decorrem importantes teoremas que serao descritos a seguir.

Teorema 4.1. Dados a,p,z € Z, tal que p é um primo maior que 2 e (a,p) = 1, se a
congruéncia > = a mod p tem solucdo, entdo tem exatamente duas solugoes incongruentes

entre si.

Demonstra¢io. Supondo que a congruéncia tenha z; como solugdo, entao, precisaremos
considerar —z; também como solugao, pois (71)? = (—r1)? = a mod p. Devemos mostrar,
entdo, que estas duas solugoes sao incongruentes modulo p. Se tivéssemos que x; = —x;
mod p, entdo poderiamos dizer que 2z; = 0 mod p, porém, p é impar e p t z1 (visto
que ptaepl (22 —a)), portanto, ndo é possivel que r; = —x; mod p. Para finalizar,

precisamos mostrar que as solugdes incongruentes sao apenas duas. Vamos supor que y
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seja uma solucao da congruéncia z? = a mod p. Com isso, temos que y?> = a mod p. Isto

implica que 7 = y* = a mod p, assim, resultando que

2t —y?=(r14vy) - (z1 —y) =0 mod p.

Isto nos diz que p | (z1 +y) ou p | (1 — y), sendo, dessa forma, que y = —x; mod p
ou y = x1; mod p, nos mostrando que existem apenas duas solu¢ées incongruentes caso a

congruéncia z? = a mod p tenha solucao. O]

Exemplo 4.2. Considere a congruéncia x> = a mod 13. Se substituirmos x pelos possiveis

restos numa divisao por 13 e descobrirmos os valores de a, temos

02 =0 mod 13
12 =1 mod 13 72 =10 mod 13
22 =4 mod 13 82 =12 mod 13
32 =9 mod 13 92 =3 mod 13
42 =3 mod 13 102 =9 mod 13
52 =12 mod 13 112 = 4 mod 13
62 = 10 mod 13 122 =1 mod 13

Aqui, observa-se que 12 Z 1 mod 13, 2 # 11 mod 13, 3 # 10 mod 13, 4 #9 mod 13, 5 £ 8

mod 13 e 6 Z 7 mod 13, conforme foi enunciado no Teorema G-1.

Os proximos trés teoremas a serem apresentados trazem alguns resultados sobre as

congruéncias modulo p, com p primo, envolvendo polindomios.

Teorema 4.2 (Lagrange). Considere o polinomio f(x) = c, 2" + cp 12"+ ...+ cox® +
A + ¢, no qual ¢,,p € Z, p € primo e (c,,p) = 1. Diante do estabelecido, temos que
a congruéncia f(x) =0 mod p tem no mdzimo n solugoes, sendo que quando n > p, ela

tem nmo mdximo p solucoes distintas por ser uma congruéncia modulo p.

Demonstracao. Esta demonstragao sera realizada por meio de inducao em n, o grau do

polinémio f(x). Primeiro, para n = 1 o nosso polinémio fica
f(x) = c1z+ ¢o = 0 mod p.

Neste caso, como (c1,p) = 1, pelo Teorema P23, isso nos diz que a congruéncia possui
apenas uma solucao, o que significa que o enunciado é valido para n = 1. Agora, iremos
assumir que o teorema ¢é valido para n — 1. Iremos provar por contradi¢ao, ao supor que a
congruéncia f(x) = 0 mod p tenha n + 1 solugées incongruentes. Para tanto chamaremos
de xg,x1, 22, ..., T, as n + 1 solugdes para esta congruéncia dada.

Logo se fizermos f(x) — f(xg), temos que

(@) — f(zo) = cp@™ —af) + coor (@™ — 2™ + ...+ cr(z — 20),
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ou seja,

f(x) = flzo) = (x — mo) h(2).
Isto ocorre pois a Prosposicao diz que (z' — ) ¢ divisivel por (z — zy), para todo i
inteiro, sendo i = 1,2,3,...,n e que neste caso, h(x) representa um polinémio de grau
n—1, sendo que ¢, ¢ o coeficiente de z"~!. Dessa forma, como sabemos que f(x;) = f(z0)

mod p, temos

f(zr) — f(xo) = (x — x0)h(x) = 0 mod p.

Ou seja, para k # 0, teremos h(zy) = 0 mod p, pois, de acordo com a Proposigao
T8, 2, # 2o mod p, se xp # xo. Portanto, a congruéncia h(x) = 0 mod p possui n
solucoes incongruentes médulo p, o que é uma contradigao ja que o maior grau de h(x) é
n—1e (c,,p) = 1. Sendo assim, concluimos que f(x) ndo pode ter mais que n soluc¢oes

incongruentes modulo p. [

Teorema 4.3. Dado um polinémio f(x) = c,x"+cp 12" ' +. .. +eax® + 1z + ¢y de grau
n, com os coeficientes inteiros, se a congruéncia f(x) =0 mod p, com p sendo um primo,

tiver mais que n solugoes, entao todos os coeficientes deste polinomio sao divisiveis por p.

Demonstragio. Para realizar esta prova, suponhamos que existe um coeficiente de f(z)
que nao é divisivel por p. Para tanto, consideraremos j o maior indice possivel que faca

com que o coeficiente ¢; nao seja divisivel por p. Desta forma, teremos que
vt + o L ar+ oo = f(r) — e — ... — ¢jpa? T = 0 mod
j -1 . 1 0= n e j+1 = p.

Devido ao fato da congruéncia apresentada ter mais que n solugoes, temos pelo Teorema
A2 que ha uma contradicao, visto que p precisa dividir ¢; (o que nos diz que (¢j,p) # 1),

como queriamos demonstrar. Il

Teorema 4.4. Seja f(z) = (x—1) - (x—2)-...- (x —p+1) —2P"" + 1 um polinémio.

Se p for primo, entao p divide todos os coeficientes do polindmio f(z).

Demonstragio. Para esta prova, considere h(z) = (x — 1) - (z —2)-... - (z — (p — 1)).
E notério que teremos 1,2,3,...,p — 1 como solucoes de h(z). Em virtude destes fatos,
podemos dizer que estas raizes do polinémio h(x) também sdo solugoes para a congruéncia
h(z) = 0 mod p. Sabe-se que essas solugoes sao primos com p, o que nos possibilita dizer,
pelo Teorema B2, que elas sdo solugdes de g(z) = 2P~! — 1 =0 mod p. Entao, temos na
verdade que f(x) = h(x) — g(z) é um polindémio que possui p — 1 solugodes e grau p — 2, o

que pelo Teorema B3, nos diz que p divide todos os coeficientes de f(x). O

O proximo teorema a ser apresentado trara um resultado muito importante sobre
residuos quadraticos de um primo, pois ele facilita muito os cdlculos e sera utilizado para

embasar outros teoremas.
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Teorema 4.5. Considere A = {1,2,3,...,p—1}. Se p é um nimero primo maior que 2,
entao, dentre os elementos de A, (p—1)/2 sdo residuos quadrdticos modulo p e (p—1)/2

nao Sao.

Demonstragio. Para esta demonstragao, vamos elevar os primeiros (p — 1)/2 elementos

12,22, 3 -1y’
Y Y AR 2 *

Agora, mostraremos que estes numeros elevados ao quadrado sao incongruentes médulo

de A ao quadrado, ficando com

p. Para isso, consideraremos z e y taisque 1 <z < (p—1)/2e1 <y < (p—1)/2 e vamos
supor também que 2 = y? mod p. Devido a isso, temos que > — y? = 0 mod p, ou seja,
(x +y)(x —y) = 0 mod p, nos indicando que p | (x + y)(x — y). Mas é necessério excluir
a possibilidade de que p | (x 4+ y), visto que x + y < p. Logo, concluimos que p | (z — y),
o que implica que = = y mod p e, portanto, x = y. Conclui-se, assim, que esses (p — 1)/2
elementos de A elevados ao quadrado sao incongruentes médulo p. E notério que quando
k percorre o conjunto {1,2,3,...,(p —1)/2}, p — k percorre o conjunto
{Zil,zig,...,p—l}.
2 2

Ademais, como pode-se estabelecer a relagao de congruéncia
(p—k)yP=p*—2kp+k*=0>—2-k-0+k*=k* mod p,
conclui-se que os residuos quadraticos pertencem as classes de congruéncias que contém

122232 p_l ?
) ) P 9 .

Isto conclui a demonstracdo de que dentre os ntmeros {1,2,,3,...,p — 1}, temos que

os quadrados

(p —1)/2 sao residuos quadraticos e (p — 1)/2 nao sao. O

2

Exemplo 4.3. Vamos testar este teorema para x* = a mod 11. Assim temos:

0% =0 mod 11] 62 = 3 mod 11
12 =1 mod 11 72 =5 mod 11
22 =4 mod 11 82 =9 mod 11
32 =9 mod 11 92 =4 mod 11
42 =5 mod 11 102 =1 mod 11
52 =3 mod 11

Percebe-se que os residuos quadrdticos mod 11 sao {1,2,4,5,9}, ou seja, temos 5 residuos.
E, de fato, (p —1)/2=(11-1)/2=10/2 =5.
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Teorema 4.6. Seja a congruéncia x> = —1 mod p, com p sendo um primo. Esta con-

gruéncia apresenta solucao se, e somente se, p=2 ou p =1 mod 4.

Demonstracao. Se tivermos p = 2, teremos = —1 mod p e sabemos que x = 1, pois
12 = —1 mod 2. Agora, é importante pensar como seria a solucdo para p = 1 mod 4.
Para tanto, sendo p um nimero primo, consideraremos o Teorema de Wilson que diz que
(p —1)! = —1 mod p. Nés podemos escrever (p — 1)! separando-o em duas partes, como

descrito a seguir:

(123 5-...-(p=1)/2)((p+1)/2-...-(p—J§)-...-(p—=2) - (p—1)) = =1 mod p.

O produto foi separado em duas partes com o mesmo nimero de fatores. E possivel reunir
pares, sendo que para cada fator j na primeira parte da separagdo acima, temos um fator

(p — 7) na segunda parte. Ao considerar isso, podemos escrever o Teorema de Wilson

como:
(/2 .
j(p—j) = —1 mod p.
j=1
Sabe-se que j(p — j) = —j? mod p, entdo, temos que:
(p—1)/2 (r-1)/2 \?
1= J] (-5*) = (—1)(p_1)/2( j) mod p.
j=1 j=1

Sendo p = 1 mod 4, tem-se que (p — 1)/2 é par. Logo temos que

(r-1)/2 1
r= [ j= (p—)'
j=1 2

representa uma solucao da congruéncia z? = —1 mod p. Agora, consideremos que a

congruéncia 2 = —1 mod p tenha solucao e p > 2. Se elevarmos os dois membros a

(p—1)/2, ficamos com:
(%) P=1)/2 = (—1)P=1/2 mod p.

Ja que (22)P~1/2 = 2=V mod p e p{ x ji que 2> = —1 mod p, temos pelo Teorema B2
que
(—=1)P=Y/2 = 1 mod p.

Entéo (p —1)/2 é par e p =1 mod 4. O

Exemplo 4.4. Note que 13 = 1 mod 4. Portanto, x> = —1 mod 13 tem solucdo, como
vimos no Exemplo §-3. De fato, por este exemplo, temos que 5> = 82 = 12 = —1 mod
13. Ja 11 # 1 mod 4, e o Fxemplo B-3 evidencia que, de fato, ndo existe x tal que
22 = —1 =10 mod 11.
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4.2 Simbolo de Legendre e Critério de Euler

Nesta se¢ao, apresentaremos uma notagao que facilita a compreensao de muitos resul-
tados, que é o chamado Simbolo de Legendre. Veremos, assim, a sua definicao e a sua

relacdo com uma importante ferramenta chamada Critério de Euler.

Definig¢ao 4.2. Sejam a,p € Z, tais que (a,p) = 1 e p é um primo impar. Chamamos

(2) de Simbolo de Legendre de a com p, em que
p

(a) B { 1, se a € um residuo quadrdtico médulo p

D —1, se a nao € um residuo quadrdtico modulo p

Exemplo 4.5. Sabe-se que x> =1 mod 5 e x> = 4 mod 5 possuem solugoes (1 e 4; 2 e
3, respectivamente), mas x> =2 mod 5 e x> = 3 mod 5 ndo possuem. Se representarmos

estas informacoes através do Simbolo de Legendre, temos que

ORORMONORS

A seguir veremos o Critério de Euler, que é um resultado construido a partir do

Simbolo de Legendre e ¢é crucial para o desenvolvimento deste trabalho.

Teorema 4.7 (Critério de Euler). Sejam a,p € Z tais que p € um primo impar e (a,p) =
1. Entao

(ﬂ) = a2 mod p.
p

. . . a
Demonstracao. Para realizar esta prova, vamos supor, a principio, que (— = 1. Isto
p

2 = @ mod p tem solucdo. Entdo, se considerarmos 3 como

significa que a congruéncia x
uma solugao desta congruéncia, teremos que (p,y) = 1 visto que p | (y*> —a) e pt a. Desta

forma, pelo Pequeno Teorema de fermat, temos que y?~! = 1 mod p, ou seja,

aP=1/2 = 2(0=1/2 = yp=1 = 1 mod p.

AT a . a

Isto prova que o teorema é valido para (— = 1. Agora, consideraremos | — | = —1.
p p

Para tanto, vamos nos ater ao resultado anterior de que se a for um residuo quadratico

mod p, entdo /2 = 1 mod p. Sabe-se que, pelo Teorema B2, a congruéncia f(z) =
a?~Y/2 — 1 = 0 mod p tem, no méximo, (p — 1)/2 solucdes incongruentes médulo p.
Relacionando isto ao fato de que (p — 1)/2 elementos de {1,2,...,p — 1} sdo residuos
quadraticos e a®P/2 = 1 mod p para todo residuo quadrético, teremos que todos esses
residuos serao solucao da congruéncia f(z) = 0 mod p e, consequentemente, as (p — 1)/2
raizes. Por isso, se a ndo for um residuo quadratico, entdo a®®9/2 # 1 mod p. Ademais,

ja que
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a?Pt —1=(a® V2 +1)(a? P2 1) e a’"' —1=0mod p, para (a,p) = 1,

concluimos que a? /2 = +1 mod p. Sendo assim, caso tenhamos que (E) = —1,
p
deveremos ter a?~/2 = —1 mod p. Logo,
(2) = aP~1/2 = —1 mod p,
p
como queriamos demonstrar. O

Exemplo 4.6. Para a =4 e p =13, temos que

<%) = 413-1/2 = 46 = | 104 13,

que, de fato, é uma afirmacao verdadeira, ji que 4 é residuo quadrdtico de 13, como vimos

no Fxemplo -3. De maneira similar, para a = 2 e p = 13, temos que

(%) = 913-1/2 = 96 = _1 mod 13,

que, de fato, é uma afirmagdo verdadeira, ji que 2 ndo € residuo quadrdtico de 13, como

vimos no Exemplo {.23.

Iremos, agora, apresentar a definicao de funcao completamente multiplicativa, com o

intuito de enunciar um resultado que envolve este conceito e o Critério de Euler.

Definicao 4.3. Uma funcao é chamada completamente multiplicativa sempre que tiver-

mos f(mn) = f(m) - f(n), para m e n inteiros quaisquer.

Teorema 4.8. Sejam a,b,p € Z com p > 2 e primo. A fungao representada pelo Simbolo

de Legendre é completamente multiplicativa, o que significa que
5)-G)6)
p p)\p)’

Demonstracao. Pelo Critério de Euler, temos que:

(a_b> = (ab)P-V/2 = -1/2 . oD/ = (9) (9) mod p.
P p)\p

Sabe-se que o Simbolo de Legendre pode assumir o valor —1 ou 1 e que p é impar, logo,

() =G)G)

é verdadeira. O

em que pta eptb.

temos que a igualdade



4.2. SiMBOLO DE LEGENDRE E CRITERIO DE EULER 31

O presente teorema pode ser interpretado de seguinte maneira: um residuo nao-
quadratico, multiplicado por outro residuo nao-quadratico, ambos moédulo p, resulta em
um residuo quadrético (ja que (—1)-(—1) = 1). Da mesma forma, um residuo quadra-
tico, multiplicado por outro residuo quadratico, vai resultar em um residuo quadratico
(visto que 1 -1 = 1). Por fim, se tivermos um residuo quadratico multiplicado por um

nao-quadrético, teremos um residuo nao-quadrético como resultado (pelo fato de que
1-(=1)=-1).

Exemplo 4.7. Fizemos, abairo, a tabela de multiplicacao dos restos nao-nulos maodulo
7, pondo em vermelho os residuos quadrdticos (1, 2 e 4), e em azul os residuos ndao-
quadrdticos (3,5 e 6).

Tabela 4.1: Residuos da divisao de um inteiro por 7.

“|T 23156
T[T 2 3 15 6
72 15135
3|36 25 11
1|1 15286 3
5|5 31 6 12
6|6 51321

Fonte: elaborada pela autora.

Observe que a coloragao evidencia, de maneira mais nitida, o comentario realizado

apos a demonstracao do Teorema ES.

Observacao 4.1. A representacio usada acima, com uma barra sobre os residuos, nao
altera o significado de residuo que foi apresentado. Fsta € apenas uma outra notacao
algébrica. Nesse caso, se estivermos falando sobre o conjunto dos possiveis restos numa

divisdo de um inteiro por m, temos Z,, = {0,1,2,...,m — 1}.

Teorema 4.9. Sendo p um primo, tal que p > 2, temos que

(—1) B { 1, se p =1 médulo 4
p /) —1, sep=—1 mddulo 4
Demonstracao. De acordo com o Critério de Euler, temos que

(—_1) = (—1)®D/2 mod p.

p

1

Entao, (—) =1 quando (p — 1)/2 for par e [ — ) = —1, quando (p — 1)/2 for impar.
p p

Também sabe-se que existem apenas duas possibilidades para p na congruéncia usando

modulo 4: ou p =1 mod 4 ou p =3 mod 4. Se p = 1 mod 4, entdo 4 | (p — 1), ou
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seja, (p—1)/2 serd par. Se tivermos, ao invés disso, a congruéncia p = 3 mod 4, teremos,
entdo, que 4 | (p — 1 — 2), sendo assim, p — 1 — 2 = 4k, para k € Z. Dessa forma,
p—1=4k+2=2-(2k+1), o que indica que (p — 1)/2 é impar.

Portanto, para a congruéncia p = 1 mod 4, teremos <—) =1 e para p = 3 mod 4,
p

-1
teremos (—) = —1, como queriamos demonstrar. ]
p

Exemplo 4.8. Substituindo p = 5 no teorema anterior, ficamos com (?) =1 porque

5=1 mod 4. Isso, de fato, se verifica, pois
—1=4=2% mod 5,

mostrando que —1 € residuo quadrdtico mod 5. Agora, considerando p = 11 no teorema

anterior, obtemos ( ) = —1, porque 11 = —1 mod 4. Isso ocorre também devido ao

11
fato da congruéncia
—1 =10 mod 11

ser vdlida, e ja termos visto, no Exemplo -3, que 10 nao é residuo quadratico de 11.

Neste capitulo vimos conceitos e desdobramentos importantes para a elaboracao do
préoximo capitulo, que apresenta a representacao de inteiros como soma de quadrados.
Vimos ferramentas e a forma como elas se relacionam, bem como exemplos que servem
para demonstrar a aplicacao destes teoremas com a intencao de facilitar o entendimento

acerca deles.



Capitulo 5]

Representacao de Inteiros como Soma
de Quadrados

5.1 O Problema de Waring

O matemaético inglés Edward Waring (1741-1793), ao estudar acerca dos inteiros, pu-
blicou um trabalho no ano de 1770, afirmando que todo inteiro positivo é a soma de, no
maximo 4 quadrados, no maximo 9 cubos e no maximo 19 quartas poténcias. Ele tam-
bém acreditava que para cada inteiro positivo k, existia um inteiro g(k), de tal forma que
qualquer natural n pudesse ser representado como soma de, no méaximo, g(k) k-ésimas
poténcias. Isto ficou conhecido como o Problema de Waring, todavia, mesmo que tenha
afirmado tais alegac¢Oes, ndao conseguiu provar nenhuma delas.

O fato de que todo inteiro pode ser representado como uma soma de no maximo
quatro quadrados foi provado por Lagrange, também em 1770. Em 1859, veio a tona a
demonstracao de que todo inteiro pode ser representado como uma soma de no maximo
nove cubos. E, por fim, em 1909, o matematico alemao David Hilbert (1862-1943) resolveu
(demonstrou) o Problema de Waring.

Apesar da vastidao de conteudos a serem trabalhados neste campo de estudo, no
presente capitulo, iremos, através de um teorema, abordar apenas a representacao de
inteiros como soma de quadrados. Para tanto, vamos verificar o teorema abaixo que

auxilia nesta prova.

Teorema 5.1. Sendo p primo, existem a,b,c € 7Z ndo simultaneamente nulos, de tal

forma que a congruéncia
a?+ b +ct=0modp
¢ valida.

Demonstracio. Se tomarmos p = 2, podemoster a = b = 1ec = 0, ouseja, 12+124+02 =0

mod 2, o que é verdade. Se considerarmos a congruéncia p = 1 mod 4, podemos tomar
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b=1,c=0 e a como uma solucio de 22 = —1 mod p (sendo que o Teorema BB afirma
a existéncia deste referido a). Porém, se considerarmos que p = 3 = —1 mod 4, tomamos
¢ = 1 e podemos confirmar a existéncia de uma solucao para a congruéncia a® + b*> = —1

mod p, conforme faremos a seguir. Pelo Teorema B3, sabemos que quando p é primo,
metade dos seus residuos sao quadraticos e metade nao sao. Considere, entao, d como o
menor residuo nao-quadratico positivo médulo p. Sabe-se que 1 é um residuo quadratico,

portanto, d > 2. Logo, temos (de acordo com os Teoremas -8 e B9) que:

2)-G)H-crers

Esta igualdade afirma que —d é um residuo quadratico modulo p, ou seja, isto nos indica

2 = —d mod p possui solugdo. Considere b inteiro, tal que v* = —d

que a congruéncia x
mod p. A ideia é encontrar um a que faca a congruéncia a? = d — 1 mod p ser valida. E,
de fato, esta congruéncia possui solugao ja que d > 2, d — 1 < d e d é o menor residuo

nao-quadratico positivo modulo p. O]

O teorema a seguir sera o ultimo a ser demonstrado no presente trabalho, nele culmina

toda a construcao realizada a partir das congruéncias até aqui.

Teorema 5.2 (Lagrange). Todo inteiro positivo pode ser representado como uma soma

de 4 quadrados.

Demonstragio. Se p = 2, temos que 2 = 12 + 12 + 02 + 02. Agora, sendo p um primo
fmpar, temos, pelo Teorema B, que a? +b* +c* = 0 mod p, para a, b e c inteiros. Pode-se

reescrever esta congruéncia de forma que ela fique
a’ + b+ + d* = Mp. (5.1)

Para isso, d = 0 e M é um inteiro. Considerando a equagao (Bl), sabe-se que existe m

tal que este m é o menor inteiro que satisfaz a equacgao, ou seja,
a® +b* 4+ d? = mp.

Pela demonstragdo do Teorema B3, e pelo Teorema BT, podemos assumir que existem

a,b,c € [0,m/2), de forma que

2
p
mp=a’+b +c+d*<4- (5 = p?

e concluimos, desta forma, que m < p. Para continuarmos com a prova, serd suficiente
mostrar que m = 1.

Para tanto, consideraremos que m > 1. Todavia, isto vai nos fornecer um inteiro
0 < m' < m, o que também vai modificar a representacdo do inteiro como soma de

, . . s . . .

quadrados para m'p, o que contradiz a representacao que ja tinha sido selecionada. Entao,

vamos separar em dois casos: m par e m impar. Param > 1 e impar, temos que da equacao
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a’? +b* + 2 + d* = mp,
podemos, escolher no intervalo [0,m/2), ay,b1,¢1 e di que tornem verdadeiras as con-
gruéncias a; = a mod m, by = b mod m, ¢; = ¢ mod m e d; = d mod m. Sendo assim,
temos a congruéncia a? + b? + c? +d? = 0 mod m, o que nos garante que existe um m’ tal
que m’ >0 e a? + b2 + ¢} + di = m'm. Sabe-se que os inteiros ay, by, c; e d; sdo menores
que m/2 e, portanto, m’ < m. Porém, considerar que m’ = 0 encaminha a prova para
uma contradi¢ao, ja que quando m’ = 0, temos que a; = by = ¢; = d; = 0, ou seja,
a=b=c=d=0 mod m. Por esta tltima expressao, pode-se denotar a = am, b = Bm,

c=~m,d=om, em que «, 3,7,0 € Z. Dal, segue que
mp=a? + 02+ 4 d®=ma? + B2+ + o),

o que implica que m? | mp. Este resultado implica que m | p, o que ¢ uma contradigao,

ja que 1 < m < p. Logo, m' # 0. Sendo assim,
m?*pm’ = (mp)(m'm) = (a> +b* + S +d*)(a] + 0>+ +d5)
== (aa1 + bbl + ccy + dd1>2 + (ab1 - ba1 - Cd1 + d01)2 (52)
+ (CLCl + bd1 — cayp — db1)2 + (ad1 - bCl -+ Cb1 — dCLl)Q.

E importante ressaltar que a tltima igualdade de (B2) garante que o produto de
nimeros que podem ser expressos como soma de quatro quadrados também podera ser
representado como uma soma de quatro quadrados.

Retomando a demonstracao, como ja ficou estabelecido que a = a;,b = by,c = ¢; e
d = d; e, portanto, a> = a-a;, ¥®* =b-b, 2 =c-c; e d® = d-dy, todos médulo m,
podemos perceber que os quatro tltimos termos de (B2), que estao elevados ao quadrado,

sao multiplos de m. De fato, segue que

;

aa, +bby +ccy +ddy = a2 +b? + 2 +d* = mp =0 mod m
aby — ba; — c¢dy +dcy = ab— ba — ¢d + de =0 mod m
acy + bdy — ca; — dby = ac + bd — ca + db =0 mod m

\adl—bcl—i—cbl—dalEad—bc—l—cb—daEOmodm

Isto valida a existéncia de inteiros @, b, ¢, d que tornam a igualdade abaixo verdadeira:
m*pm’ = (@m)? + (bm)? + (cm)? + (dm)?.
. 72 _ —2 s ,
Logo, temos que pm’ = a> +b + ¢ +d , sendo m’ < m, como ja vimos. Por fim, é
necessario mostrar que para m > 1 e par, também encontraremos m < m, sendo mp uma
soma de quatro quadrados.
Para m par e maior que 1, temos que todos os inteiros a, b, c e d sao necessariamente
todos pares, todos impares ou dois pares e dois impares. Porém, para qualquer um destes

trés casos, podemos ter que a = b mod 2 e ¢ = d mod 2, o que nos possibilita organizar

da seguinte maneira:
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m_ a—>b 2+ a+b 2+ c—d 2+ c+d 2
Pry =\ 2 2 2

Sendo assim, fazendo ™ = m/2 < m, conseguimos representar m como soma de quatro

quadrados. Portanto, concluimos que m = 1. Dessa forma, se tivermos um p primo, ele
pode ser expresso como soma de quatro inteiros elevados cada um ao quadrado.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, podemos escrever qualquer niimero inteiro
n como um produto de fatores primos.

Ou seja,

n=Pp1-P2:---"Pn-1"Dn,

sendo p1,po, ...pn € Z primos. E como um primo p qualquer pode ser escrito como soma

de quatro quadrados, temos que

p=al+b+cd+d?
pr=ai+bi+ci+d;

Prn-1= aiq + bifl + 0371 + dgzq
pn:ai—i_bi_‘_ci_l_d?w

o que nos diz que o inteiro n também pode ser representado conforme a seguir:
n=(a2+2+E+d*) (a2+b3+c2+d)-...- (a2 [ +0> [+ +d> )-(a2+b2+c2+d%).

Pela tultima igualdade de B3, temos que quando multiplicamos um soma de quatro
quadrados por outra soma de quatro quadrados, o resultado também é uma soma de
quatro quadrados. Portanto, n é uma soma de quatro quadrados, como queriamos de-

monstrar. ]

No proximo capitulo, serao apresentadas as conclusoes acerca do trabalho, conside-

rando a trajetéria do Capitulo 2 até o Capitulo 5.



Capitulo O

Conclusoes e Perspectivas

O presente trabalho teve o intuito de pesquisar sobre a Representacao de Inteiros como
Soma de Quadrados. E apesar de conhecermos outras informacgoes acerca do tema, como,
o fato de alguns numeros, em especifico, poderem ser, por exemplo, escritos como a
soma de dois quadrados, o pretendido foi, de fato, falar do Teorema de Lagrange sobre
Representagdo de Inteiros como Soma de Quadrados, que apresenta um resultado que
abrange todos os inteiros.

Para alcangarmos esse fim, foi necessario falar sobre as congruéncias moédulo m, porque
elas sao essenciais durante todo o processo. Além do seu contetido historico apresentando
a contribuicao dos mais variados matematicos e suas respectivas relagoes com o assunto,
as congruéncias apresentam ferramentas muito interessantes para a construgao desta pes-
quisa, como o Pequeno Teorema de Fermat, o Teorema de Euler e o Teorema de Wilson.
Também abordamos os residuos quadraticos e o Simbolo de Legendre, que trazem um
aprofundamento direto no tema e conduz diretamente para o referido Teorema de La-
grange.

Dentre as obras citadas, as mais utilizadas para elaboracao desta pesquisa foram
Sanfos (2009) e Hefez (2006). Além disso, o procedimento para a utilizagdo dessas obras
foi o de verificar o que havia sobre o contetido em cada uma delas e trazer o que aparentava
ser o melhor aspecto de cada uma para a construcao deste trabalho.

Conclui-se que a pesquisa esta em aberto, visto que ainda ha o que se explorar sobre o
assunto como, por exemplo, o Teorema [AT e outras vertentes como a Lei da Reciprocidade
Quadratica. Além disso, a experiéncia de escrever sobre este tema certamente contribuiu
de maneira positiva para a minha formacao. Ademais, espera-se com este trabalho que
os alunos consigam utiliza-lo como referéncia de estudo sobre o tema ou mesmo como

embasamento para elaboracao de outras pesquisas na area.
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Apéndice A

Representacao dos 100 primeiros

inteiros como soma de quadrados

A seguir, fornecemos uma tabela com a representacdo mais sucinta como soma de
quadrados, para cada um dos cem primeiros inteiros positivos. Por sucinta, entende-
se que a soma ¢ realizada com a menor quantidade de somandos possivel. Dentre as
representacoes apresentadas, existem, em alguns casos, mais de uma alternativa de escolha

de quadrados a somar, como por exemplo, 50 = 52 + 52 = 72 4 12,

1=12 21 =42 + 22 412
2=12412 22 = 3% + 32 4 22
3=12412+12 23 =32 4+32422 412
4 =22 24 = 42 + 22 4 22
5=22412 25 = 52

6=22412+12
T=2+1"4+1241?

8§ =2%+42?
9 =3
10=3>+1°

11=341+1

12 =22 422+ 2
13=232+2°
14=3*+22412
15=3"+22+12+1?
16 = 42

17 =42 +12
18 =32 + 32
19=232+32+12
20 =42 4+ 22

26 = 5% 4 12

27 =52 4+12+12

28 =524+ 12412 +12
29 = 52 4 22

30 =5%24+224+12
31=52+22 412412

32=42442
33=42+42+1°
34 = 5% + 3?

35 =52+ 3%+ 12
36 = 62

37 =62 4 12

38 =624+12+12

39 =524+324+22+12
40 = 6% + 22
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41 = 52 + 42

42 =52 442 + 12

43 =52 432 432

44 = 62 4+ 22 4+ 22

45 = 62 + 32

46 =62 +32+12

47 =62+ 32 + 12 4 12
48 =42 + 42 + 42
49 = 72

50 = 52 4 52
51 =72 +12 412
52 = 62 + 42
53 = 7% 4 22

54 =72 4+22 412

55 =52 + 52+ 22 + 12
56 = 62 + 4% 4 22

57 =72 + 22 4 22

58 = 7% + 32

59 = 5% + 52 4 32

60 =524+ 52+ 32+ 12
61 = 62 + 52

62 = 72 + 3% 4 22

63 ="T7>+32+224+12
64 = 82

65 = 7% + 42

66 = 52 + 5% + 42

67 =72+ 3%+ 32

68 = 82 4 22

69 = 82 + 22 4 12

70 = 62 4+ 5% 4 32

T1=7>+32+3%+22

72 =6° + 6
73 =8 437
74 =745

75 = 5% + 52 4 52
76 = 6% + 62 4 22
77 = 6% + 52 4 42
78 = 7% + 5% 4 22
79 =7 +5%42%+12

80 = 8% + 47
81 =97
82 =92+ 17

83 =92+1%2+412

84 =82 442 422

85 = 72 + 62

86 =72+ 62 + 12

87 =92 422 4 12 4 12
88 = 62 + 62 + 42

89 = 82 4 52

90 = 92 + 32

91 =92 + 32 + 12

92 = 62 + 6% + 4% + 22
93 = 82 + 52 4 22

94 = 92 4 32 4 22

95 =72 4+ 62+ 32 + 12
96 = 82 + 42 4 42

97 =92 442

98 =72+ 172

99 = 9% + 32 + 32
100 = 102

Observando com atencao, percebe-se que todo k € N que satisfaz £ = 7 mod 8 precisa
necessariamente de quatro quadrados em sua representacao. De fato, os tinicos residuos
quadraticos mod 8 sao 0, 1 e 4, e nao podemos representar 7 como soma de apenas trés
desses ntimeros.

Finalmente, apresentamos um resultado, devido ao matemaético francés Adrien-Marie
Legendre (1752-1833), e o qual nao iremos provar por nao ser o objetivo deste trabalho, que

caracteriza quais niimeros necessitam sempre de quatro quadrados em sua representacao:
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Teorema A.1 (dos Trés Quadrados de Legendre). Um nimero natural n pode ser escrito

como soma de trés quadrados de inteiros se, e somente se, ele ndo é da forma
n = 4%(8b+17),
em que a e b sdo inteiros nao-negativos.

Percebamos que todos os ntimeros que necessitamos utilizar quatro quadrados na re-
presentacao se enquadram nesta condigao, e mais destacadamente, os que sao congruentes

a 7 modulo 8 surgem dos variados valores que b assume, mantendo a = 0 fixado. Vejamos:

(
15 =4°8-1+7)
23 = 4°(8-2+7)
28 = 4(8-0+7)
31 = 4°(8-3+7)
39 = 498 -4+ 7)
47 = 4°(8 -5 +7)
55 = 4°(8 -6+ 7)
60 = 4'(8-1+7)
63 = 4°(8-7+7)
71 = 4°(8-8+7)
79 = 4°(8-9+7)
87 = 4°(8-10+7)
92 = 41(8-2+7)
95 = 4°(8-11+7)
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